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Vorwort

Die erste Auflage dieses Buches seit geraumer Zeit vergriffen. Daher wurde eine vollig
iiberarbeitete Ausgabe des Buches vorbereitet. Viele Details, vor allem in den ersten
acht Abschnitten und im Anhang, wurden geéndert.

Elementare Grundlagen der Analysis meinen hier mit anderen Akzenten etwa das, was
urspriinglich als Grundlagen der Analysis, und heute oft als Aufbau des Zahlensystems
bezeichnet wird. Es geht uns aber nicht nur um die Definition oder Konstruktion der
reellen Zahlen nach akademischem Muster, sondern wir wollen diese sogleich in ihrer
lebendigen Wirksamkeit vor Augen fiithren. Der Grenzwertbegriff offenbart kraftvoll
seine Wirksamkeit schon unterhalb der Ebene des Differential- und Integralkalkiils.
Auch dies soll die vorliegende Darstellung sichtbar machen. Besonderer Wert wird auf
Eindeutigkeitsfragen gelegt, d.h. bei wichtigen Definitionen und Konstruktionen wird
stets die Frage diskutiert, warum diese so und nicht anders zum Erfolg fiithren.

Wir empfehlen dieses Buch allen Studierenden der Facher Mathematik und Informatik,
als Ergénzungstext zu einer Vorlesung iiber Analysis oder Mathematik fiir Informatiker,
vor allem aber den Lehramtskandidaten. Es kommen hier einige Dinge zur Sprache, fiir
die in den Universitédtskursen iiber Analysis kaum Zeit zur Verfiigung steht — sei es die
Analyse der Folge (1+ %)", seien es Stammbruchentwicklungen, oder CANTORsche Rei-
hen mit ihrer schonen Anwendung eines Irrationalitdtsnachweises fiir die Zahl e, oder
seien es grundlegende, auch in den Computerchips implementierte Algorithmen oder
einfache Iterationsverfahren der numerischen Analysis. Grundsétzlich wird alles bewie-
sen, was eines Beweises bedarf. Daher erfordert die Lektiire kein spezielles Vorwissen,
aber gewisse Fertigkeiten im logischen Schliefen und im Umgang mit der vollstédndi-
gen Induktion; zumindest aber die Bereitschaft, sich diese bei der Durcharbeitung des
Materials anzueignen. m markiert das Ende eines Beweises. Um das Selbststudium zu
erleichtern, wurden die Losungen der Ubungen am Ende des Buches angegeben. Man
sollte aber erst versuchen, diese vor dem Nachbléttern selbstdndig zu losen.

Auch ein axiomatischer Aufbau der Analysis, ausgehend von den Axiomen eines liicken-
losen Korpers, erfordert irgendwann dessen explizite Konstruktion. Dafiir gibt es Stan-
dardverfahren, etwa die Methode der DEDEKINDschen Schnitte. Eine vom Autor entwi-
ckelte und inzwischen ausgereifte Methode wird in den Abschnitten 3 - 5 dieses Buches
ausgefithrt. Man geht aus von Dezimalzahlen als Schreibfiguren und benutzt zur Defi-
nition der Rechenoperationen die Kommaverschiebung (shifting). Darauf beruhen auch
wesentlich die internen Prozesse in den elektronischen Rechnern. Der Gewinn ist, dass
man von den natiirlichen Zahlen ausgehend ohne Umschweife die nichtnegativen reellen
Zahlen sichtbar vor Augen hat und mit diesen sogleich rechnen kann.

Diese Methode ist einfach, anschaulich und 6konomisch, und in ihrem Kern auch fiir
eine frithzeitige schulische Behandlung geeignet. Sie ist so préizise wie die klassischen
Konstruktionen. Aber sie ist einfacher und ersetzt den akademischen Ballast, der den
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klassischen Konstruktionen anhaftet, weitestgehend durch elementares Rechnen mit
Gleichungen und Ungleichungen. Auch lésst sich zum Beispiel der Divisionsalgorithmus
zur Berechnung des reell-wertigen Quotienten ganz elementar, ohne Bezug auf unend-
liche Reihen, in voller Allgemeinheit rechtfertigen. Nach Abschluss der Konstruktion
spielen dezimale und sonstige Darstellungen — wie in der Hoheren Analysis durchweg —
nur noch eine Nebenrolle, niitzlich etwa fiir numerische Beispiele. Diese stehen in unse-
rem Aufbau von Anbeginn an zur Verfiigung; man muss diesbeziiglich nicht vorgreifen
und auf unendliche Reihen vertrosten.

Der groflere Teil des Textes ist den elementar-analytischen Anwendungen reeller Zahlen
gewidmet und hat einen bescheidenen Hauch von Numerik. Der Zwischenwertsatz wird
fiir LiPSCHITZ-stetige Funktionen bewiesen, weil die elementaren Funktionen nicht nur
stetig, sondern auch LipSCHITZ-stetig sind. Dies vereinfacht sowohl die Beweise und
ist auch bedeutsam fiir die Numerik. Empfehlenswert fiir eine einpridgsame Behandlung
numerischer Algorithmen und Beispiele wére die Ausriistung mit einem programmier-
baren Taschenrechner — alle iterativen Verfahren und numerischen Beispiele in diesem
Buch wurden auf einem hochwertigen Taschenrechner programmiert und berechnet.

Dem Ganzen ist in Abschnitt 1 eine kurz gefasste Kulturgeschichte der Zahlen voran-
gestellt, in deren Mittelpunkt diejenige reeller Zahlen steht. Die Lektiire der einzelnen
Abschnitte ist nicht an die gegebene Reihenfolge gebunden. So kénnen 9 und 10 vor
7 gelesen werden, und der Anhang 11 ist génzlich eigensténdig. Indexeintrage haben
in der Regel nur eine Seitenzahl, bei Namen meistens den Ort ihres ersten Vorkom-
mens. Das Literaturverzeichnis kann angesichts der weit geficherten Lehrbuchliteratur
nur eine Auswahl darstellen. Negative Zahlen werden erst eingefiihrt, wenn sie wirklich
gebraucht werden. Das erweist sich aus vielen Griinden als vorteilhaft. Aber man muss
dieser Vorgehensweise, etwa in einem Kurs, nicht strikt folgen.

Eine Eigenheit der durch CAUCHY und WEIERSTRASS geformten und durch DEDEKIND
in gewissem Sinne vollendeten klassischen oder ,,Reinen“ Analysis ist die bewusste Eli-
mination aller geometrischen oder physikalischen Begriffe aus ihrem Begriffsgefiige. Bis
gegen Ende des 19. Jahrhundert berief man sich in Grundfragen auf Konzepte, die der
griechischen und der NEwTONschen Quelle der Analysis entstammen. Seitdem wird der
Bezug der Analysis zur Geometrie, Physik oder sonstigen Disziplinen in einer zweiten
Ebene, der Anwendungsebene, hergestellt.

Dieser Anwendungsbezug und seine Systematik sollten nicht vernachlissigt werden.
Deswegen haben wir in 10 einen kleinen aber wichtigen Teil hiervon, ndmlich die Ver-
bindung von Zahl und Gréfle, dem urspriinglichen Grundbegriff der Analysis, systema-
tisch entwickelt. Diese Verbindung erklirt z.B. die historische und sachliche Herkunft
der Definitionen arithmetischer Operationen in 4 und 5 besser als die Bruchrechnung.
Dass man daraus viel Nutzen ziehen kann, unterstreicht der Isomorphiesatz fiir liicken-
lose Groflenbereiche, der in seiner Anwendung auf reelle Zahlenbereiche die denkbar
natiirlichste Erklarung der Exponential- und Logarithmus-Funktion liefert. Ein Neben-
produkt ist die axiomatische Kennzeichnung des Bereichs der reellen Zahlen.
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Wir wollen nun kurz erkldren, warum die natiirlichen Zahlen in einem Anhang gesondert
behandelt werden. In einem axiomatischen Aufbau der Analysis werden nebst logischen
und kombinatorischen (oder zahlentheoretischen) meist auch mengentheoretische Hilfs-
mittel verwendet. Diese werden in der Regel unbefangen eingesetzt. Dennoch besteht
kein Grund unvermittelt so zu tun, als wiisste man was Mengen, nicht hingegen was
natiirliche Zahlen sind. Grundlagentheoetisch gesehen sind die letzteren jedenfalls die
einfacheren Objekte, obwohl dies nicht unmittelbar auf der Hand liegt.

Bei einer ,, Konstruktion® der natiirlichen Zahlen geht es nach klassischem Verstdndnis
in erster Linie darum, diese mengentheoretisch zu definieren und ihre Eigenschaften,
insbesondere die Beweismethode durch Induktion, im Rahmen einer Mengentheorie zu
begriinden. Es ist bemerkenswert und von grofler Bedeutung, dass dies rein pradikaten-
logisch moglich ist — dies ist das Fazit des gescheiterten Versuches, die Mathematik rein
logisch zu begriinden — doch muss dies den Analytiker nicht nicht mehr interessieren
als etwa den Zahlentheoretiker. Beide haben sowohl auf der Objekt- als auch auf der
Meta-Ebene mit natiirlichen Zahlen zu tun und benutzen diese in naiver Weise. Das
Thema der Beschaffenheit natiirlicher Zahlen ist zwar wesentlich fiir die Grundlagen
der Mathematik als einer zugleich auch philosophisch und erkenntnistheoretisch orien-
tierten Disziplin, betrifft aber die Grundlagen der Analysis nur am Rande. Weder die
Herkunft noch das Wesen der natiirlichen Zahlen sind fiir die Grundlagen der Analysis
von besonderem Interesse. Wichtig ist nur das Wissen, wie man mit diesen umzugehen
und Beweise durch vollstiandige Induktion zu fithren hat.

In jedem Falle hat eine wie immer geartete Konstruktion natiirlicher Zahlen einen an-
deren Charakter als diejenige reeller oder komplexer Zahlen. Die erstere setzt in ihrer
Durchfiithrung als auch in einer Diskussion iiber diese Thematik als Ganzes eine gewisse
mathematische Reife voraus, gerade weil es hier zum Teil um subtile Beweise scheinbar
offensichtlicher Sachverhalte geht. Wir kommen in 11 darauf zuriick. Dort wird zugleich
die Theorie des Zéhlens endlicher Mengen entwickelt, von der ja auch in der Analysis
und auch sonstwo sténdig und meist unbewusst Gebrauch gemacht wird. Mit den reel-
len Zahlen war man bis gegen Ende des 19. Jahrhunderts umgegangen ,, wie im Traum*
([16, Teil II, S. 694]). Mit den Abzéhlungen endlicher Mengen — wir nennen etwa den
Zahlsatz in 11.4 — geht man heute noch oft wie im Traume um.

Die Professoren G. PICKERT (GieBen), R. GORENFLO und H. LENZ (Berlin) haben
mich durch zahlreiche Hinweise bei der Durchsicht des Manuskripts ganz wesentlich un-
terstiitzt. Thnen gilt mein besonderer Dank. Ebenso danke ich den Professoren H. GE-
RICKE (Freiburg) und H. LUNEBURG (Kaiserslautern). Fiir technische Unterstiitzung
danke ich Herrn U. FucHs und den Mitarbeitern des Rechenzentrums am Fachbereich
Mathematik /Informatik der Freien Universitét.

Berlin, den 9. Juni 2005
Wolfgang Rautenberg
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Notation

Wir benutzen die bekannte mengentheoretische Symbolik, aber die Mengentheorie in
ihren Inhalten nur in sehr bescheidenem Mafle. Wie iiblich bezeichnen M U N, M N N
und MN =z € M | x ¢ N die Vereinigung, den Durchschnitt, bzw. die Differenz der
Mengen M, N, und C die Inklusion oder Teilmengenbeziechung. Falls M C N und
M # N, schreiben wir auch M C N (echte Inklusion), aber nur dann, wenn der
Umstand M # N hervorgehoben werden soll. Die leere Menge wird mit () bezeichnet.

Es sei M x N die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a € M, b € N, auch das
direkte Produkt von M und N genannt. Eine Teilmenge von M x M heifit eine (binére)
Relation auf M. Beispiele sind die Ordnungsrelationen in Zahlenbereichen, die im Buch
ausfithrlich behandelt werden.

Ublicher Konvention entsprechend steht f:M — N abkiirzend fiir ,.f ist Funktion
(Abbildung) von M nach N “. Ein solches f kann bekanntlich als spezielle Teilmenge
von M x N verstanden werden. Gelegentlich wird auch von der Funktion f: M — N
gesprochen, womit natiirlich f gemeint ist. Auch steht z.B. f:x — ax oft dort, wo
eigentlich stehen miisste ,Sei f die Funktion x +— ax® (mit f(z) = ax). Der Wert f(z)
von f an der Stelle x wird auch mit fx bezeichnet, wenn die Deutlichkeit darunter
nicht leidet. f ist injektiv oder eine Injektion, wenn fo = fy = x = y fiir alle
x,y € M, und surjektiv, wenn das Bild fz | x € M von f ganz N ausfiillt. f ist bijektiv
oder eine Bijektion, wenn f injektiv und surjektiv ist. Im bijektiven Falle hat f eine
Umbkehrfunktion f~': N — M, definiert durch f~'y = 2 < fx = y. Triviales Beispiel
einer Bijektion ist die identische Abbildung idy; : © — x von M auf M.

Unter einer n-stelligen Operation auf einer Menge A versteht man eine Abbildung von
A™in A. Dabei sei A™ das n-fache direkte Produkt von A mit sich selbst. Ist diese nur auf
einer Teilmenge von A™ erklart, spricht man von einer partiellen Operation. Prominentes
Beispiel ist die Division, die auf einem Zahlenbereich nicht fiir alle Zahlenpaare sinnvoll
erkldrt werden kann.

Terme sind Zeichenfolgen, die aus Variablen, Konstanten und Operationszeichen in
sinnvoller Weise aufgebaut sind. Sinnvoll ldsst sich induktiv prézisieren, aber es geniigt
der Hinweis, dass ein Term ¢ ein wohlbestimmtes Element eines Zahlenbereichs bezeich-
net, wenn die vorkommenden Variablen mit Elementen aus eben diesem Bereich belegt
worden sind. Fiir beliebige Terme s,t meint s < t stets ,,s < t oder s = t“. Dabei
bezeichnet < meist eine Ordnungsrelation auf einer Menge, etwa einem Zahlenbereich.
t > s sei nur eine andere Schreibweise fiir s < ¢, genauso wie t > s durchweg nur eine
andere Schreibweise ist fiir s < ¢. Es bedeute s := t (aufierhalb von Flussdiagrammen
wie z.B. in Figur 4), dass der Term s durch den Term ¢ definiert wird.

Wie iiblich steht A < B haufig fir A genau dann wenn B, und A = B fiir wenn A so
B, insbesondere dann wenn A, B Gleichungen oder Ungleichungen sind. Doch kénnen
A und B auch kompliziertere sprachliche Ausdriicke bedeuten.
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Zur Geschichte des Zahlbegriffs

Die Geschichte des Zahlbegriffs ist ein faszinierendes Kapitel der Kulturgeschichte. Der
Begriff hat sich im Verlaufe der Zeit mehrfach erweitert. In der griechischen Mathema-
tik hatte das Wort Zahl (&ptdpds) seit PYTHAGORAS (ca. 580 — 500 v.Chr.) eine feste
Bedeutung, nédmlich die einer positiven natiirlichen Zahl als einer Menge von Einheiten,
wie in den Elementen des EUKLID (ca. 300 v.Chr.) definiert; dabei lassen wir die Son-
derrolle, welche die 1 als Repréasentant der Einheit hatte, auler acht. Die Bezeichnungen
rationale, irrationale, negative, imaginére und reelle Zahlen kamen erst im Mittelalter
auf. Der Erweiterungsprozess verlief iiber mehrere Etappen, siehe auch [10, 12]. Seit
der durch C. F. Gauss (1777 — 1855) vollzogenen Ausrdumung der Bedenken ge-
geniiber den von ihm so benannten komplexen Zahlen hat sich der Zahlbegriff in der
algebraisch-analytischen Richtung kaum noch verdndert. Natiirlich hat man sich iiber
den Zahlbegriff haufig geduBert; aber die Frage ,, Was sind und was sollen die Zahlen?*
vermochte erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts, im Zusammenhang mit der Loslésung
der Analysis von ihren geometrisch-physikalischen Wurzeln, die Gemiiter durchgreifend
zu bewegen. Vorher hatte man sich auf den Begriff der messbaren (stetigen) Grofle in
der geometrisch-physikalischen Welt berufen; reelle Zahl wurde als das definiert, womit
man misst, wie bei STEVIN, NEWTON und anderen nachzulesen ist.

G. CANTOR verallgemeinerte den urspriinglichen Zahlbegriff in einer anderen Richtung,
némlich zu den transfiniten Kardinal- und Ordinalzahlen, siehe 11.5. In gewissem Sinne
stehen diese der altgriechischen Auffassung von Zahlen als einer Kollektion von Einhei-
ten sogar ndher. Jedenfalls sind die reellen Zahlen deswegen nicht reeller, weil sie so
heiflen. Sie sind auch nicht reeller als die komplexen Zahlen. Denn deren Distanz zu
den reellen Zahlen ist aus heutiger Sicht um ein Vielfaches kleiner als die der reellen zu
den natiirlichen. Komplexe Zahlen lassen sich einfach als Paare reeller Zahlen verste-
hen, siche 9.4. Nicht so einfach ist gewiss der Ubergang von der reellen zur komplexen
Analysis. Hier gibt es aber hochstens sachliche, aber keine logischen Schwierigkeiten.
Diese wohnen dem Begriff der Irrationalzahl bei genauerer Betrachtung grundsétzlich
inne, auch wenn die Definition in Abschnitt 3 sehr einfach aussieht.

DDer Mensch treibt ewig Arithmetik — Anspielung auf PLATONs Wort ,, Gott treibt ewig Geometrie®.



2 ABSCHNITT 1. ZUR GESCHICHTE DES ZAHLBEGRIFFS

1.1 Die altere Geschichte

Die Vorstellungen iiber Zahlen in den grofien Kulturkreisen des Altertums, bei den
Agyptern, den Sumerern, Babyloniern und den Griechen, den Indern und Chinesen
sowie bei den Mayas und Azteken in Amerika sind uns durch Dokumente aus Stein,
Knochen, Lehm und Papyrus hinldnglich klar {iberliefert worden. Was sich auflerhalb
dieser Kulturkreise oder vor deren Entstehung abgespielt hat, dariiber konnen wir nur
MutmafBungen anstellen. Eine dieser ziemlich verbreiteten und durch Observationen
noch lebender so genannter primitiver Kulturen gestiitzten Mutmafiungen ist, dass der
in unserem Sinne noch nicht kultivierte Mensch nur iiber Worte fiir ,,Eins“und ,,Zwei*
verfiigte, alles andere war ,, mehr* oder , viel mehr“, &hnlich wie ja auch einige Saugetiere
und Vogel iiber einen anscheinend angeborenen Sinn fiir die Erfassung von einem oder
zwei (bis zu fiinf) Gegenstédnden verfiigen. Ein Indiz dafiir ist, dass fiir die Zahlen 1 und
2 in fast allen Sprachen besondere Namen existieren, unterschiedlich zugleich nach ihrer
Funktion als Anzahl oder als Ordnungszahl, und dass sich erst bei gréfleren Zahlen eine
zunehmende Regelméafigkeit sprachlicher Konstruktion auspragt.

Auch die Geschichte der Zahlbezeichnungen und -benennungen in den verschiedenen
Kulturkreisen ist aufschlussreich. Das Bezeichnungsprinzip ist in den antiken Kulturen
fast iiberall dasselbe. Man kann es vielleicht am treffendsten mit dem Wort Kollektions-
prinzip umschreiben. Kleine Zahlen (bis hochstens 10) wurden meistens durch Striche
oder Punkte bezeichnet. Sodann wurde fiir eine bestimmte Anzahl, z.B. fiir 10, ein neu-
es Symbol eingefithrt. Mehrere dieser Anzahlen wurden wieder zusammengefasst und
abermals mit einem neuen Symbol bezeichnet, usw. Typisch in dieser Hinsicht ist das
iiber Jahrtausende verwendete Bezeichnungssystem im alten Agypten, ebenso das der
Griechen und schlieBlich auch der Romer. In seiner spétmittelalterlichen Form (siehe
dazu [23]) wird es auch heute noch verwendet.

Vorteil der auf dem Kollektionsprinzip beruhenden Systeme ist eine unmittelbare Veran-
schaulichung der jeweils dargestellten Anzahl. Dem aber steht der entscheidende Nach-
teil gegeniiber, dass das Rechnen in diesen Systemen recht kompliziert ist. Die Addi-
tion kleinerer Anzahlen ist einfach. Man muss nur die ,,Zahlhaufen“ zusammenfiigen,
unter eventueller Verwendung eines neuen Symbols fiir eine neu entstandene Grup-
pierungseinheit. Das Multiplizieren hingegen wird schon zu einem Problem, und das
Dividieren schliellich ist nur noch eine den Eingeweihten vorbehaltene Kunst. Mit Si-
cherheit standen den Rechenexperten der damaligen Zeit gewisse technische Hilfsmittel
zur Verfiigung, z.B. Tafeln und einfache ,digitale“ Rechengeréte, &hnlich dem heute an
manchen Orten noch gebréauchlichen Abakus, und wahrscheinlich neigen wir nur we-
gen mangelnder Vertrautheit mit den Rechentechniken der damaligen Zeit dazu, die
Schwierigkeiten zu iiberschéatzen. Der prizise Kalender, aufgebaut auf astronomischen
Beobachtungen und Berechnungen, die Steuereintreibung und die Landvermessung bei
einem komplizierten Bewisserungssystem machen deutlich, dass umfangreiche Rech-
nungen stindig ausgefithrt wurden. In der Regel geschah dies in besonderen Institutio-
nen an den Hofen und Tempeln der Koénige, Fiirsten und Priester.
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Man liest gelegentlich, dass einigen Zahlbezeichnungssystemen in der Vergangenheit ei-
ne andere Grundzahl zugrundelag als 10. So wurde bei den Babyloniern und Sumerern
bei Bruchzahlen das sexagesimale System verwendet, in welchem die Zahl 60 die heutige
Rolle der Zahl 10 spielte. In anderen Kulturen war die Zahl 20 eine Art Grundzahl. Die
Bezeichnungssysteme des Altertums hatten jedoch noch nicht die wesentlichen Merkma-
le eines g-adischen Positionssystem im heutigen Sinne. Statt von Grunzahlen sollte man
besser z.B. von Kollektionseinheiten sprechen. Meist wurden und werden in derselben
Sprache unterschiedliche Kollektionseinheiten benutzt, je nach Art der Gegensténde,
auf die sich die Zahlung bezog. Wir beobachten das noch heute etwa an dem aus dem
Franzosischen stammenden Wort Dutzend, das nur in bestimmten Zusammenhingen
benutzt wird. Sprachreste in den germanischen Sprachen deuten nicht wirklich auf eine
frithere Verwendung der 12 als Kollektionseinheit hin. So bedeuteten z.B. die gotischen
Namen ainlif fir 11 und twalif fiir 12 — eng verwandt mit dem deutschen elf und zwolf
und dem englischen eleven und twelve — urspriinglich etwa ,eins gelassen® bzw. , zwei
gelassen“ (nachdem alle Finger zum Zéhlen verbraucht sind).

Wir wissen recht wenig dariiber, ob und in welcher Weise in den vorgriechischen Kul-
turen — dhnlich wie bei den Griechen — schon ein Nachdenken {iber den Zahlbegriff
stattfand, also eine Philosophie des Zahlbegriffs existierte, wie sie uns von den Pytha-
goreern (600 — 500 v.Chr.), von PLATON (ca. 429 — 348) und anderen iiberliefert wor-
den ist. Die Griechen unterschieden klar zwischen (natiirlichen) Zahlen und Grifien.
Deren Beziehungen wurden durch vier-stellige Relationen, so genannte Proportionen
beschrieben, aber diese in [8, Buch V] dargestellte, EuDOX0S (ca. 408 — 355 v.Chr.)
zugeschriebene Proportionenlehre ist keine Lehre von den rationalen Zahlen. Gréflen
waren anschauliche, in der Regel geometrische Objekte wie Strecken- Winkel- oder
Flachengrofien (siche 10.1). Es war den Griechen bekannt, dass mit Zahlenproportio-
nen (aus natiirlichen Zahlen) die Geometrie nicht adédquat zu beschreiben war. Aus-
druck dieser Unzulidnglichkeit ist, dass die Lénge der Diagonalen eines Quadrats sich
zur Seitenldnge verhélt wie V2 zu 1. EUKLID liefert einen korrekten Beweis dafiir, dass
Diagonale und Seite des Quadrats inkommensurabel sind, oder in heutiger Terminolo-
gie, dass v/2 irrational ist. Wahrscheinlich wussten dies schon die Babylonier, die mit
unterschiedlichen Néherungen fiir v/2 rechneten. Deren Alltagsniherung — ausgedriickt
in Sexagesimalbriichen — war 1 + %. Sie ist doppelt so genau wie 1,41.

Vielleicht kannten die Babylonier auch folgende Uberlegung zur Verbesserung einer
rationalen Niherung r fiir eine Irrationalzahl der Gestalt \/n: Falls r < \/n, ist \/n < %;
falls aber \/n < r soist 2 < y/n, so dass \/n in jedem Falle zwischen r und 2 liegt.

Daher ist das arithmetische Mittel s = %(T + %) sicher eine bessere Néherung fiir \/n.

Fiir n = 2 und die erste sexagesimale Naherung r = 1 + % fiir v/2 erhilt man nach

Abrunden so die den Babyloniern ebenfalls bekannte Néiheré)ung s=1+ % + % + %.
Dies ist die beste 3-stellige sexagesimale Naherung; sie ist auf 5 Dezimalstellen genau.
Moglicherweise wurde sie aber durch Ausprobieren gefunden. Aus der blolen Tatsache
der Bekanntschaft mit dieser Ndherung 148t sich noch nicht folgern, die Babylonier

wiren im Besitz eines Iterationsverfahrens zur Berechnung von v/2 gewesen.
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Das von den GroBen handelnde Buch X der Elemente [8] beginnt mit der folgenden
klaren Definition, die wir in 10.9 unverdndert iibernehmen werden:

Kommensurabel heiflen Grofien, die von demselben Mafl gemessen werden, und
inkommensurabel solche, fiir die es kein gemeinsames Maf} gibt.

Das Phéanomen inkommensurabler (oder irrationaler) Streckenverhéltnisse in der Geo-
metrie war den Griechen also wohlvertraut, und die Vermutung, dass dies eine ernste
Grundlagenkrise der griechischen Mathematik verursachte, ist unbegriindet. Statt von
inkommensurablen Zahlen hat man von inkommensurablen Grofien gesprochen, was
durchaus sinnvoll ist. Die These der Pythagoreer , Alles ist Zahl* war natiirlich inzwi-
schen modifiziert worden. Mit den so genannten Proportionen konnten auch inkom-
mensurable Groflenverhéltnisse ndherungsweise bestimmt werden. Man darf daher die
Groflen- und Proportionenlehre mit Recht als die Urform der Analysis bezeichnen.

Zwar unterschied auch ARCHIMEDES (ca. 287 — 212 v.Chr.) deutlich zwischen Zahl im
herkémmlichen Sinne und Messgréfie als Verhéltnis der gemessenen Grofie zur Einheit,
aber er hatte anscheinend eine Vorstellung hieriiber, die etwa derjenigen iiber reel-
le Zahlen (als Mafzahlen fiir geometrisch-physikalische Gréfien) in der beginnenden
Neuzeit entsprach. Er berechnete auf mathematische Weise nicht nur die Kreiszahl
7 (= 3,141 ) approximativ zu %, sondern auch krummlinig begrenzte Fléchenstiicke
der verschiedensten Art. Die griechische Mathematik war zu ihrer Zeit progressiv; in ihr
waren auch Erkenntnisse fritherer Kulturen des Mittelmeerraumes aufgehoben. Ande-
rerseits hat die griechische Zahlkonzeption, eingeordnet in ausgekliigelte philosophische
Kategorien, sich spéter teilweise als Hemmschuh erwiesen. Angesichts des zogerlichen
Fortschritts der Mathematik im mittelalterlichen Europa hat man den Eindruck, dass
einige der griechischen Dogmen allzu ehrfiirchtig beachtet wurden.

Allmahlich gelangten neben gebrochenen Zahlen auch negative Zahlen in Gebrauch, die
das Losen von Gleichungen wesentlich vereinfachten. Ein grofler Fortschritt, und dies
nicht nur im numerischen Bereich, wurde etwa gleichzeitig bewirkt durch eine scheinbare
AuBerlichkeit, ndmlich die Erfindung des dezimalen Positionssystems.

1.2 Die Entwicklung des Dezimalsystems

Die Erklarung der reellen Arithmetik in den Abschnitten 4 und 5 beruht wesentlich
auf dem dezimalen Positionssystem. Dieses System stammt in seiner Grundstruktur
aus Indien, wurde spéater von den Arabern {ibernommen und gelangte um das Jahr
1000 herum iiber den damals arabisch beherrschten siidlichen und westlichen Mittel-
meerraum in die italienischen Handelszentren. Das Dezimalsystem wurde mit anderen
Bezeichnungen auch in China verwendet und gelangte von dort z.B. nach Japan.

Dieser Prozess vollzog sich unter wechselvollen Umstédnden. Die Gestalten der Ziffern
wurden mehrfach abgewandelt, so dass die im europdischen Raum etwa seit der Er-
findung der Buchdruckerkunst standardisierten Ziffern kaum noch Ahnlichkeit haben
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mit den heutigen im arabischen Raum noch verwendeten Ziffern. Diese duflerlichen
Anderungen sind jedoch nicht wesentlich. Vielmehr ist dies die uns heute fast banal er-
scheinende Erkenntnis, dass natiirliche Zahlen mit nur endlich vielen Ziffern bezeichnet
werden kénnen, wenn man die Zahlen durch eine Anordnung von Ziffern kodiert, unter
Einschluss einer Ziffer fiir die (natiirliche) Zahl 0. Dies bedeutet natiirlich eine Abkehr
von einer Bezeichnungsweise nach dem Kollektionsprinzip.

Trotz klarer Vorteile gegeniiber dem in Europa fast iiberall benutzten rémischen Zah-
lensystem war die Durchsetzung des indisch-arabischen Positionssystems selbst in den
progressiven italienischen Handelszentren mit Widerstdnden verbunden. Dennoch be-
gann sich im 13. Jahrhundert dieses System in Europa zu verbreiten, wobei das 1202
erschienene Liber abbaci [22] des LEONARDO von Pisa (auch FIBONACCI genannt, etwa
1170 — 1250) eine erhebliche Rolle gespielt hat. LEONARDO beginnt dieses Werk mit
einer musterhaften Erklarung der Rechenalgorithmen im dezimalen Positionssystem.

Das Prinzip des Dezimalsystems, namlich jede positive natiirliche Zahl k als endliche
Ziffernfolge zyz1 - - - 2, aus den Dezimalziffern 0 bis 9 darzustellen, ist allgemein bekannt.
Es sind zy, ..., 2z, diejenigen eindeutig bestimmten Ziffern mit zq # 0, so dass

k=z20-9"+21-9"""+ .tz g+ 2,

wobei im vorliegenden Falle ¢ = 10 ist. Nun hétte man anstatt 10 hier jede beliebige
andere natiirliche Zahl g > 2 als Grundzahl wéhlen kénnen. Man spricht dann vom g-
adischen System; siehe hierzu auch 11.6. Fiir g > 10 braucht man entsprechend mehr,
fiir ¢ < 10 weniger Ziffern 2 Das so genannte Bindrsystem (g = 2, auch Dualsystem
genannt) hat G. W. LEIBNIZ (1646 — 1716) sehr geschétzt; es diente ihm als Beispiel
fiir seine These, dass das innere Wesen der Dinge von gottlicher Harmonie geprégt
ist. Das System hat nur die Ziffern 0,1 (die Bindrziffern) und besitzt grofle praktische
Bedeutung, denn die meisten digitalen Computer rechnen binér. Fiir g = 8 spricht man
vom Oktalsystem. Hier entfallen einfach die Ziffern 8 und 9. In der folgenden Tabelle
sind die natiirlichen Zahlen von 1 beginnend in der oberen Reihe im Dezimalsystem,
und darunter im Binér- bzw. Oktalsystem geschrieben.

g = 1011 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
g = 21 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100
g = 8|1 2 3 4 > 6 7 10 11 12 13 14

Hierbei erhebt sich natiirlich die von historischen Betrachtungen ganz unabhéngige
Frage, ob eine andere Grundzahl als 10 Vorteile im Alltagsleben hétte. Diese Frage
muss bejaht werden, und zwar zugunsten des Oktalsystems und nicht des oft zitierten
Duodezimalsystems (Basis 12). Wesentliche Vorteile des Oktalsystems sind folgende:

2)Die Lénge L4k der Zifferfolge von k in g-adischer Darstellung nimmt entsprechend zu. Nach (17) in

7.4 ist £,k fur groBere k ungeféihr gleich fo“)k . Das ist fiir g = 8 nur das etwa 1,1-fache der dezimalen
Lénge. Die ersten 500 natiirlichen Zahlen haben eine mittlere dezimale Ziffernléinge von 2,78, und eine

mittlere oktale Ziffernléinge von W = 2,856. Das ist ein Zuwachs von weniger als 3%.
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e Das Einmaleins wiirde sich um fast die Halfte (iiber 40verkiirzen.

e Interpolationen bei Messvorgidngen oder bei der Benutzung von Tabellen wiren
erheblich schneller auszufiihren.

e Die Herstellung von Tastaturen und Messeinrichtungen (Schreib- und Rechenma-
schinen, Waagen, Gewichtssidtze und Skalen aller Art) wiirde sich verbilligen und
ihre Handhabung vereinfacht.

e Die Ziffern 0, . . ., 7 des Oktalsystems werden durch die acht Tripel 000, ...,111 aus
Binarziffern umkehrbar eindeutig kodiert. Deshalb erfolgt die Umrechnung einer
reellen Zahl vom Oktal- ins Binérsystem ziffernweise in Dreierblocken, und umge-
kehrt. So ist 2,4375 = 2,345 = 10,0111005 (weil 2 = 0102, 3 = 0115 und 4 = 100,).
Die von kleinen und groflen Rechnern sténdig vorgenommenen Umrechnungen
vom Dezimal- ins Dualsystem und umgekehrt wiirden praktisch entfallen, und
damit entfiele zugleich eine permanente Quelle von Rundungsfehlern.

e Die Kapazitit der Binérspeicher fiir Zahlen in den elektronischen Rechnern wire
viel besser auslastbar, weil in einer sagen wir 16-Bit Zelle mit einem Bitplatz
fiir das Vorzeichen (siehe 9.4) jede der 2'® — 1 = 65535 ganzen Zahlen 4+n mit
0<n<2Y¥—1=232767 = 777775 Platz finde. Das ist fiir 4-stellige ganzzahlige
Dezimalzahlen mit Vorzeichen zu viel, fiir 5-stellige zu wenig.

Nur am Rande sei ein im Zeitalter der Computer natiirlich unerheblicher Vorteil er-
wéahnt: Die 2-te Rundung der Kreiszahl 7 ist 3,14. Im Oktalsystem ist diese 3,11g. Sie
ist nicht nur fiir Handrechnungen bequemer, sondern ihr relativer Fehler ist mit rund
0,031derdezimalen Rundung(ca. 0,051

Nun, es lasst sich auch in einer Welt des Dezimalsystems leben. Hier wie dort l&sst sich
néamlich die Zifferndarstellung natiirlicher Zahlen in der bekannten, anschaulichen Weise
auch auf Zifferndarstellungen nichtganzer Zahlen erweitern, was Anlass gibt zu den De-
zimalzahlen oder Kommazahlen, auch Dezimalbriiche genannt. Diese sind etwa im 15.
Jahrhundert an verschiedenen Orten des damals schon riesigen Verbreitungsraumes der
indisch-arabischen Ziffern aufgetaucht. Von erheblicher Bedeutung fiir die Popularisie-
rung der Dezimalbriiche in Westeuropa war vermutlich das Rechenbuch De Thiende von
S. STEVIN (1548 — 1620), in welchem z.B. die Zahl 27,847 in der Weise 27(0)8(1)4(2)7(3)
notiert wird. In STEVINs Biichlein finden sich auch die bekannten, noch heute benutzten
Algorithmen fiir Addition und Multiplikation abbrechender Dezimalzahlen, die in Ab-
schnitt 4 des vorliegenden Buches zum Fundament der Dezimalzahlarithmetik gemacht
werden. Die Schreibweise STEVINs ist zur Erlauterung dieser Algorithmen anhand von
Beispielen ausgezeichnet geeignet. Es ist nicht klar erkennbar, ob STEVIN die Dezimal-
briiche unabhéngig von Vorldufern erfunden hat, die es nachweislich mindestens 100
Jahre frither gegeben hat. Jedenfalls erkennt und verdeutlicht er klar die Vorteile eines
allgemeinen dezimalen MaBsystems. In der Uberzeugung, dass sich dieses frither oder
spéter durchsetzen werde, schreibt er in [34] einleitend:
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Ob nun hierdurch kostbare, nicht kidufliche Zeit gewonnen werden wird... iiber-
lasse ich gern Threm Urteil. Nun kénnte mir jemand sagen, dass viele Dinge sich
auf den ersten Blick oft besonders gut anlassen, aber wenn man sie durchfiihren
will, so kann man nichts damit ausrichten, ebenso wie es bei den Neuerungen der
Revolutionire oft zugeht, welche im kleinen gut sind, aber im grofien nichts tau-
gen. Denen antworten wir, dass solch Zweifel hier keinesfalls bestehen kann, weil
es... nun téglich in der Praxis genug erprobt wird, ndmlich durch verschiedene
erfahrene Landmesser hier in Holland, denen wir es erklart haben ...

Vermutlich sind die Dezimalbriiche im Prozess des Experimentierens mit Rechenalgo-
rithmen oder in der Praxis des Messens eher zufillig entstanden, obwohl eine dezimale
Maf3skala noch zu Ende des 18. Jahrhunderts weitgehend unbekannt war. Sie wurde erst
nach der Franzosischen Revolution eingefiihrt und den kontinentalen Europdern durch
NAPOLEON sozusagen zwangsverordnet.

Die Dezimalbriiche wurden und werden noch heute unterschiedlich notiert. Bezeichnun-
gen wie 2|47 oder 247 oder 2(0)4(1)7(2) fiir 2,47 waren im Gebrauch. Heute ist neben
dem Dezimalkomma der angelséchsische Dezimalpunkt die am weitesten verbreitete
Schreibweise und es wire vorteilhaft, wenn diese sich global durchsetzen wiirde.

Fiir Addition, Subtraktion und Multiplikation natiirlicher Zahlen im Dezimalsystem
wurden schon im frithen Mittelalter von verschiedenen Autoren im wesentlichen diesel-
ben Verfahren empfohlen, die wir heute kennen. Hauptschwierigkeit war das Dividieren;
hier gab es viele phantasievolle Methoden, deren Hauptprobleme insgesamt alle darauf
hinaus liefen, mit den ,,Resten® fertig zu werden; denn die Dezimalbriiche kamen ja erst
viel spéter, namlich im 17. Jahrhundert, allméhlich in Gebrauch. LEONARDO von Pisa
16st z.B. die Gleichung 23 + 22% + 102 = 20 mit dem sehr exakten N#herungswert

1.22'7142M33V 4V40V!
einer bequemen, leicht durchschaubaren Schreibweise fiir 1+ % + #—1— % + % +% + %
(bei LEONARDO geschrieben als ,unum et minuta .XXII. et secunda .VIIL. et tertia
XLIL et quarta . XXXIII. et quinta .IIII. et sexta .XIL.“). Uns erscheint kurios, dass die
natiirliche Zahlen dezimal, Bruchzahlen aber zugleich sexagesimal dargestellt wurden,
auch wenn die Zahl 60 besonders giinstig ist hinsichtlich der relativen Anzahl ihrer
Teiler. Dazu muss man aber bedenken, dass Bruchzahlen als wesentlich verschieden von

natiirlichen angesehen wurden, und nicht einmal Zahlen genannt wurden.

Es ist hier nicht der Platz darzustellen, welche ausgekliigelten Methoden erforderlich
gewesen sind, um in diesem gemischten System Multiplikations- und Divisionsaufgaben
zu losen. Ein anderer Autor aus dem 16. Jahrhundert berechnet z.B. die Quadratwurzel
aus 10 wie folgt: Er multipliziert zuniichst 10 mit dem Wert 10® und findet, dass 31622
die am nichsten bei 107 = 10-10° liegende Quadratzahl ist, also v/107 & 3162 (~ meint
ungefihr gleich). Er hitte nun schreiben kénnen V10 ~ 3,162, denn es ist

AN . V107 . 3162 _ 162
10 = V106~ 103 3+ 1000
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Statt dessen rechnet er % mit dem g-adischen Algorithmus aus 8.2 fiir ¢ = 60 in
einen Sexagesimalbruch um, ;o= = 9'43"12"' und erhilt so v10 ~ 3.9'43"12"". Die-

ses Ergebnis ist {ibrigens nicht die beste 3-stellige Sexagesimalbruchniherung fiir 1/10.
Vielmehr ist dies die Zahl 3.9'44"12"" = 3,1622 777 - - -, die sich erst in der 7. Dezimalen
von 10 = 3,1622 776 - - - unterscheidet. Siehe hierzu auch 8.4.

Reste des Sexagesimalsystems fiir Briiche haben sich bis in die heutige Zeit erhalten,
insbesondere in der Winkelteilung und der Zeitmessung. Dezimale Winkelteilung schaftt
hier nur zusétzliche Verwirrung, denn Gewohnheiten sind nun einmal méchtig.

Die Geschichte der dezimalen Arithmetik ist ein Musterbeispiel dafiir, wie wichtig
scheinbare AuBerlichkeiten — im vorliegenden Falle die dezimale Darstellung reeller Zah-
len — fiir den Fortschritt einer Wissenschaft sein kénnen. Diese Darstellung hat mit
Sicherheit geholfen, Schwierigkeiten mit den Irrationalzahlen als weniger gravierend
zu empfinden. Schon die dezimale Darstellung natiirlicher Zahlen war ein gewaltiger
Fortschritt. Sie waren nun der Offentlichkeit zugénglich und nicht mehr Statussymbol
einer geistigen Elite. Die Griechen hatten fraglos das zahlentheoretische Wissen, um
eine dezimale oder andere g-adische Darstellung natiirlicher Zahlen einwandfrei zu be-
griinden. Der EUKLIDische Algorithmus zur Bestimmung des gréofiten gemeinsamen Tei-
lers benutzt nédmlich dasselbe Hilfsmittel, die so genannte Division mit Rest, siehe
dazu 11.6. Aber sie haben diesen Weg anscheinend nicht gesucht und auch nicht
zufillig gefunden. Am Fehlen der Null lag es sicher nicht, denn durch eine Modifikation
der g-adischen Darstellung kommt man auch ohne die Ziffer 0 ausgezeichnet zurecht,
Ubung 11.7. Im iibrigen benutzten die Griechen und andere ein Symbol fiir die Null
auch bei der Kennzeichnung fehlender Glieder in der sexagesimalen Bruchdarstellung.

1.3 Die neuere Geschichte

Eine Antwort auf die Frage nach dem Wesen des Zahlbegriffs, also dergestalt ,, Was sind
die Zahlen“, hangt nicht unerheblich von dem abstrakten Begriffsgefiige ab, iiber das der
Mensch einer jeweiligen Epoche unter Einbeziehung aller Erfahrungen der Vergangen-
heit verfiigt. Die Mafistdbe wissenschaftlicher Strenge sind einem bestdndigen Wandel
unterworfen, und sie werden fortfahren sich zu wandeln. Man darf sich z.B. nicht dariiber
wundern, dass GAUSS in mehreren der von ihm erstmals gefithrten Beweise des Funda-
mentalsatzes der Algebra bedenkenlos Zwischenwertargumente fiir stetige Funktionen
benutzte, obwohl bekanntlich doch der Stetigkeitsbegriff spéter erst prézisiert und noch
spiter die Notwendigkeit des Beweises von Zwischenwertargumenten allgemeine Aner-
kennung fand. Mit einem Wort, seit den Zeiten von (GAUSS haben sich unsere Ansichten
iiber das, was einer Begriindung bedarf, erheblich gewandelt.

NEWTON und auch LEIBNIZ verstanden unter einer reellen Zahl das Verhéltnis zweier
GroBen gleicher Art, von denen eine als Einheit betrachtet wurde und noch im 19.
Jahrhundert wurden Irrationalzahlen etwa als Groflenverhéltnisse von Strecken erklért.
Die Klarung des Begriffs einer reellen Zahl nach modernen Maf)stédben ist wesentlich das
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Werk R. DEDEKINDs (1831 — 1916), obwohl auch andere, wiec etwa B. BOLZANO (1781 —
1848), A. CAucHY (1789 - 1857), K. WEIERSTRASS (1815 — 1897), G. CANTOR (1845 —
1918) und D. HILBERT (1862 — 1943) in diesem Zusammenhang genannt werden miissen.
Der Aufbau des Systems der reellen Zahlen nach modernen Mafstdben begrifficher
Strenge ist Gegenstand der Abschnitte 3 - 5 dieses Buches und muss daher an dieser
Stelle nicht erldutert werden.

Jedem Schritt einer Erweiterung des Zahlbegriffs ging ein erster Schritt voraus, ndmlich
das formale Operieren mit Termen wie z.B. 7 — 12, 2 + /3, 5 + v/—15%, verbunden
mit ernsten Auseinandersetzungen iiber die Frage, ob solchen Rechengrofien nun eine
reale Existenz zukommt oder ob sie nur fiktive oder imaginére, in unserer Einbildung
existierende Groflen darstellen. Die begriffliche Erfassung irrationaler Groflen und ih-
re Einordnung in das Zahlsystem war zweifellos der entscheidende und schwierigste
Schritt. Lassen wir zum Problem der irrationalen Zahlen einen bekannten Mathema-
tiker des ausgehenden Mittelalters zu Worte kommen, M. STIFEL (1486 — 1567). In
seinem Hauptwerk [35] schreibt er:

Mit Recht wird bei den irrationalen Zahlen dariiber disputiert, ob sie wahre Zah-
len sind oder nur fiktive. Denn bei Beweisen an geometrischen Figuren haben
die irrationalen Zahlen noch Erfolg, wo uns die rationalen im Stich lassen, und
sie beweisen genau das, was die rationalen Zahlen nicht beweisen konnten. Wir
werden also veranlasst, ja gezwungen zuzugeben, dass sie in Wahrheit existieren,
namlich auf Grund ihrer Wirkungen, die wir als wirklich, gewiss, und feststehend
empfinden.

Aber andere Griinde veranlassen uns zu der entgegengesetzten Behauptung, dass
wir ndmlich bestreiten miissen, dass die irrationalen Zahlen Zahlen sind. Namlich
wenn wir versuchen, sie der Zahlung zu unterwerfen und sie mit rationalen Zahlen
in ein Verhéltnis zu setzen, dann finden wir, dass sie uns fortwihrend entweichen,
so dass keine von ihnen sich genau erfassen lésst... Es kann aber nicht etwas eine
wahre Zahl genannt werden, bei dem es keine Genauigkeit gibt und was zu wahren
Zahlen kein bekanntes Verhéltnis hat. So wie eine unendliche Zahl keine Zahl ist,
so ist eine irrationale Zahl keine wahre Zahl, weil sie sozusagen unter einem Nebel
der Unendlichkeit verborgen ist; doch ist das Verhé&ltnis einer irrationalen Zahl
zu einer rationalen nicht weniger unbestimmt als das einer unendlichen zu einer
endlichen. Ferner: wenn die irrationalen Zahlen wahre Zahlen wéren, dann wéren
sie entweder ganze oder gebrochene. Gebrochene Zahlen nenne ich diejenigen, die
aus einem Zihler und einem Nenner bestehen, und zwar so, dass diese zwischen
zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen fallen, wie z.B. 8% zwischen 8 und 9 fallt.

Die Vorstellung iiber Irrationalzahlen beschrénkte sich bei STIFEL iiberdies nur auf
Wurzelausdriicke wie z.B. /2 + /5. Mit Beginn der Neuzeit, vor allem seit Erfindung
der Logarithmen und der Differential- und Integralrechnung, hat sich ein allgemeinerer
als nur durch Wurzelausdriicke oder geometrische Verhéltnisse beschreibbarer Begriff

3)zuerst aufgetreten in [4] und durch 5-p - R - m - 15 bezeichnet, p = plus, 7 = minus, R = Radix.
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der Irrationalzahl als unentbehrlich erwiesen. Diese speziellen Zahlen bilden nur ein
Tropfchen im riesigen Meer aller Irrationalzahlen.

Wegen der Dichtheit der rationalen in der Menge R aller reellen Zahlen ist anschaulich
klar, dass eine Irrationalzahl a durch das Paar (U,,V,) eindeutig bestimmt ist, wobei
U, die Menge aller rationalen Zahlen < a und V, diejenige aller rationalen Zahlen
> a bezeichne. Diesen natiirlich schon lange bekannten Umstand hat DEDEKIND in [5]
benutzt, um a als eben dieses Paar (von ihm Schnitt genannt) zu definieren®. Auf der
Menge dieser Schnitte lassen sich dann Rechenoperationen erklédren, und das Resultat ist
der Korper der reellen Zahlen (auch die Bezeichnung Kdrper stammt von DEDEKIND).
Dies war aus historischer Sicht die erste, in allen Details begrifflich klare Konstruktion
des Korpers der reellen Zahlen. Ubrigens kénnte man statt von Schnitten rationaler
Zahlen z.B. auch von Schnitten abbrechender Dezimalzahlen ausgehen; man ben&tigt
nicht unbedingt alle rationalen Zahlen zur Ausfiihrung der Konstruktion.

Im Anschluss an DEDEKIND wurden von anderen Autoren dhnliche mengentheoretische
Konstruktionen vorgeschlagen, z.B. von CANTOR dasjenige mittels Fundamentalfolgen
(CaucHy-Folgen) und von P. BACHMANN das Verfahren der Intervallschachtelungen.
Schliellich wurde — im wesentlichen von HILBERT in [17] — auch eine vollstéindige axio-
matische Charakterisierung des Bereichs der reellen Zahlen angegeben. Diese wurde
spéter in einzelnen Punkten verfeinert, sieche auch 10.5. In [37] wurde erstmals auch die
additive Gruppe der reellen Zahlen bis auf Isomorphie eindeutig gekennzeichnet, wo-
durch sich ein allseitig befriedigendes Verstdndnis des logarithmischen Rechnens ergibt.
Dies wird in 10.6 im einzelnen erlédutert.

Die Analysis hat in der 2. Hélfte des 20. Jahrhunderts noch einmal eine wesentliche
Bereicherung ihrer Grundlagen durch die Entwicklung der so genannten Nichtstandard-
Analysis durch A. ROBINSON erfahren. Diese hat schon heute nicht allein nur theoreti-
sches Interesse insofern, als durch sie die alte Idee von LEIBNIZ von den Differentialen als
unendlich kleinen Zahlen in iiberraschender Weise Wirklichkeit geworden ist, sondern
viele Phénomene aus dem Bereich der Molekularphysik und der Quantenfeldtheorie
lassen sich mit ihrer Hilfe besser modellieren als mit Mitteln der traditionellen Analy-
sis und Funktionalanalysis. Grundlage der Nichtstandard-Analysis ist die Existenz von
Modellen einer jeden formalisierten oder formalisierbaren Theorie, welche ein ausge-
zeichnetes Modell der Theorie, meist das Standardmodell genannt, unter Erhalt aller
dort giiltigen Aussagen erweitern. Das betrifft insbesondere die Theorie der reellen Zah-
len unter Einschluss eines ausreichenden Fragments der Mengenlehre. Darauf kénnen
wir im Rahmen dieser Darstellung aber nicht eingehen. Siehe [20] oder [32].

Ygenauer, a wird durch diesen Schnitt hervorgebracht, wie DEDEKIND sich ausdriickte. DEDEKIND

war der Meinung, Zahlen seien eine freie Schopfung des menschlichen Geistes und es bediirfe keiner
direkten Identifizierung von a mit dem Schnitt (U,, V,). Diese betrife konsequenterweise dann auch
rationale Schnitte, wodurch die rationalen Zahlen eine neue Qualitit erhielten. Ob nun a mit (U,, V,)
identifiziert wird oder nicht, ist im Prinzip unwesentlich; denn weder aus der einen noch aus der anderen
Verfahrensweise léasst sich ein zusétzlicher Gewinn ziehen.
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Abschnitt 2

Natiirliche Zahlen und Rechen-
regeln fiir nichtnegative Zahlen

Mit den einfachsten Eigenschaften der natiirlichen Zahlen 0,1, 2, ... ist jedermann ver-
traut. Daher wollen wir uns an dieser Stelle nicht mit Erlduterungen dariiber authalten,
was diese Zahlen sind und woher die iiblichen, in 2.1 genannten Rechenregeln kommen.
Einzelheiten hieriiber findet man im Anhang (Abschnitt 11). Man lernt friithzeitig, wie
natiirliche Zahlen n, m im Dezimalsystem der Griéfle nach verglichen, addiert, multipli-
ziert und — falls dies moglich ist — voneinander subtrahiert werden. Zu den Elementar-
kenntnissen im weiteren Sinne gehort auch eine gewisse Bekanntschaft mit Primzahlen,
mit elementaren Teilbarkeitseigenschaften, der Potenz n™, und dem iiberaus wichtigen
Beweisverfahren durch vollstéandige Induktion.

N bezeichnet iiberall die Menge der natiirlichen Zahlen zu denen wir auch die Zahl 0
rechnen. Die Buchstaben n,m, 1, j, k werden ausschlielich als Variable fiir natiirliche
Zahlen verwendet. Daran sollte man sich stets erinnern, weil Zusétze wie n € N in der
Regel unterbleiben. Die auf n unmittelbar folgende natiirliche Zahl n + 1 werde mit
n™ bezeichnet und heif3t der Nachfolger von n. Eine von 0 verschiedene natiirliche Zahl
heifle positiv. Ny bezeichne die Menge der positiven natiirlichen Zahlen.

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit denjenigen arithmetischen Eigenschaften oder
Rechenregeln des Zahlenbereichs N, welche bei Erweiterung von N zu anderen Bereichen
nichtnegativer Zahlen in jedem Falle ihre Giiltigkeit bewahren sollen, insbesondere fiir
die Bereiche der endlichen Dezimalzahlen und der nichtnegativen reellen Zahlen. Einige
dieser Eigenschaften werden besonders hervorgehoben und in Gestalt eines Axiomen-
systems zusammengestellt, aus welchem alle {ibrigen interessierenden arithmetischen
Eigenschaften hergeleitet werden. Aus dem Axiomensystem ergeben sich zwangslaufig
auch gewisse Figenschaften der nachtriglich definierten Subtraktion und der Potenz.
Von allen arithmetischen Eigenschaften sollen so viele wie méglich auch nach Einfiithrung
negativer Zahlen ihre Giiltigkeit bewahren. Vorerst lassen wir die negativen Zahlen aus
Griinden der Ubersichtlichkeit jedoch aus dem Spiel.
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2.1 Grundrechenregeln fiir nichtnegative Zahlen

Mit bloBen Fertigkeiten in der Handhabung des Zahlenrechnens kann man noch keine
Mathematik betreiben oder anwenden. Man muss die Rechengesetze kennen, die dieser
Handhabung zugrundeliegen. Die im folgendem Axiomensystem zusammengestellten
Rechengesetze oder Rechenregeln gelten sdmtlich im Bereich der natiirlichen Zahlen.
Sie sind im Ergebnis des Umgangs mit diesen Zahlen formuliert worden und insofern
empirischer Herkunft. Nicht aufgefithrt sind hierbei Gesetze von rein logischem (d.h.
allgemeingiiltigem) Charakter, wie zB.a =b = a+c=b+c.

Die angegebenen Axiome sind charakteristisch fiir alle Bereiche nichtnegativer Zahlen.
Fiir Zahlbereiche unter Einschluss negativer Zahlen sind diese geringfiigig zu modifizie-
ren. Dadurch gelangt man zu den Rechengesetzen fiir geordnete Ringe, deren Vorteil
vor allem der Wegfall hinderlicher Einschréankungen hinsichtlich der Subtraktion ist.

Axiome des Rechnens mit nichtnegativen Zahlen

NT: a+0=a N*:a-1=a (Neutralitéitsgesetze),
Kr: a+b=b+a K*: a-b=b-a (Kommutativgesetze),
At: a+(b+ec)=(a+b)+c A*:a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativgesetze),
D:(a+b)-c=a-c+b-c (Distributivgesetz),
V : Entweder a =0 oder a < b oder b < a (Vergleichbarkeit),
E : FEs gibt eind # 0 mit a +d = b genau dann, wenn a < b
F:a-b#0 fira,b#0 (Nullteilerfreiheit),
G : 0#1.

Diese Schreibweisen sind genau genommen Abkiirzungen fiir gewisse Aussagen. So lautet
etwa KT ausfiihrlich Fiir alle a,b: a+b = b+ a. Wir verwenden auch iibliche Konven-
tionen der Klammerersparnis, z.B. bei der Niederschrift des Terms a-c+b-¢ in Axiom D
die Verabredung, dass der Malpunkt stérker bindet als +. Den Gepflogenheiten folgend
wird der Malpunkt kiinftig nur dann geschrieben, wenn dies der Deutlichkeit dienlich
ist. Axiom E beschreibt die Einschrankung fiir die Existenz einer von 0 verschiedenen
Losung fiir Gleichungen der Gestalt a + z = b.

Im Bereich der natiirlichen Zahlen gelten weitere spezifische Gesetze, etwa dass zu
jeder Zahl eine unmittelbar nachfolgende gibt, sowie insbesondere das schon erwéhnte
Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion. Anders als diese Besonderheiten behalten
jedoch die angegebenen Axiome und damit auch die daraus durch logische Folgerung
herleitbaren Rechenregeln fiir alle Bereiche nichtnegativer Zahlen ihre Giiltigkeit.

Unter einem Bereich verstehe man eine nichtleere Menge A — genannt die Trdger-
menge — mit gewissen auf A erklarten Operationen und Relationen, sowie gewissen
ausgezeichneten Elementen aus A. Sind +, - solche Operationen, < eine Relation, und
0,1 ausgezeichnete Elemente, und gelten dort alle oben aufgelisteten Axiome, so hei-
Be dieser ein Elementar-Bereich oder kurz ein £-Bereich. Diesen Namen wéhlen wir,



2.2. FOLGERUNGEN AUS DEN GRUNDRECHENREGELN 13

weil obiges Axiomensystem und seine Folgerungen genau die Rechengesetze umfasst,
die man im mathematischen Elementarunterricht, bewusst oder unbewusst noch vor
Einfiihrung der negativen Zahlen erlernt. Das prominenteste Beispiel eines £-Bereichs
ist N. Weitere Beispiele, darunter die Bereiche der nichtnegativen rationalen bzw. reel-
len Zahlen, werden noch konstruiert. In algebraischer Terminologie handelt es sich um
natiirlich geordnete kommutative Halbringe mit 0 und 1. Letztere sind bei Weglassen der
Null genau die Positivbereiche geordneter kommutativer (nullteilerfreier) Ringe, siehe
Abschnitt 9. Doch ist der zuletzt genannte Fakt vorerst génzlich belanglos.

Wir unterscheiden i.a. nicht zwischen der Bezeichnung eines £-Bereichs und seiner
Trigermenge A. Stets sei Ay = a € A | a > 0. Hier und anderswo ist a > 0 wie verab-
redet nur eine andere Schreibweise fiir 0 < a.

2.2 Folgerungen aus den Grundrechenregeln

Es werden nun aus den angegebenen Axiomen weitere Rechengesetze als logische Folge-
rungen hergeleitet. Zunichst sei vermerkt, dass aufgrund der Assoziativgesetze AT und
A* Klammern innerhalb von Termen, die entweder nur 4+ oder nur - enthalten, nicht
geschrieben werden miissen. Auch kommt es wegen K und K* auf die Reihenfolge der
Summanden bzw. Faktoren nicht an. Es gilt ¢(a + b) = ca + ¢b nach K* und D.

Ferner ist b < a + b, vorausgesetzt a # 0. Denn weil b + a = a + b, existiert ein d # 0
mit b+ d = a+ b, und zwar d = a, so dass b < a + b geméf E. Das ergibt speziell
0 <a+0=a fiir a # 0. Mit anderen Worten, 0 ist das kleinste Element, kurzum es ist
0 < a fiir alle a # 0. In jedem &-Bereich gilt demnach

H: 0<a.

Ferner: a + b = 0 impliziert a = b = 0. Denn wére z.B. b # 0, so ergébe sich a < 0 nach
Axiom E. Dies aber ist unméglich; denn nach H ist 0 < @ und damit wird a < 0 durch V
ausgeschlossen. Hiermit erhalten wir fiir < nun leicht die Eigenschaft der Transitivitdt

T: Wenna<bundb<c, soa<c.

Denn sei a < bund b < ¢, so dass a+d = b und b+ e = ¢ fiir gewisse d, e # 0 geméaf E.
Dann erhélt man a + d + e = ¢, und hieraus a < ¢ nach E, weil mit e # 0 immer auch
d + e # 0. Wesentlich aus E folgen auch die so genannten Monotoniegesetze

Mt: a<b= a+c<b+e, M*: a<b = ac<bc (c>0)". Denn sei
a < b,alsoa+d=>0fiir ein d # 0. Dann folgt a+c+d=b+cund mit Ea+c < b+c.
Das beweist M*. Ferner ergibt a + d = b offenbar ac + dc = be geméf D. Ist nun auch
¢ # 0, so gilt geméf F auch dc # 0, also ac < bc, wiederum nach E. Das beweist M*.
Gelegentlich ist es niitzlich, die folgenden offensichtlich beweisbaren Abschwichungen
von MT und M* zur Verfiigung zu haben:

DIm Interesse eines iibersichtlichen Schriftbildes stehen Zusatzvoraussetzungen oft in Klammern,
anstelle eines Textes wie ,falls ¢ > 0“ im vorliegenden Falle.
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a<b = a+c<b+c ; a<b = ac<bc, fallsc>D0.

Ist A ein beliebiger £-Bereich, und hat f: A — A die Eigenschaft a < b = fa < fb
fiir alle a,b € A, so folgt allein aufgrund von V schon die Umkehrung hiervon; also
fa < fb = a<b Denna £b=0<a= fb< fa= fa<£ fb. Also gilt die
Umkehrung von M*: a4+ ¢ < b+c¢ = a < b, und analog von M*. Ahnlich folgt die

Streichungsregel: c+a=c+b = a=0

Denn fiir a # b gilt a < b oder b < a gemifl V, was mit M* in beiden Fillen zu einem
Widerspruch zu ¢ + a = ¢ + b fiithrt. Mit einem analogen Schluss aus M* die

Kiirzungsregel: ca=cb = a=b, (c#0).

Als néchstes zeigen wir a0 = 0a = 0 fiir alle a. N*, N* | sowie K* und D ergeben niamlich
a+0=a=1a=(140)a=1a+ 0a = a+ 0a. Also Oa = 0 nach der Streichungsregel.

Mit n bezeichnet man in einem &-Bereich A zugleich auch das n-Vielfache von 1 € A,
alson = 1+ ... 4+ 1 mit genau n Summanden. Man kann némlich unschwer zeigen,
dass die Gesamtheit der 1-Vielfachen ein isomorphes Bild des £-Bereichs N ist. Fiir die
Ordnung folgt dies leicht durch wiederholte Anwendung von M, ausgehend von 0 < 1.
Denn diese ergibt 0 <1 <1+ 1<1+141< ... Auch hat n 4+ m eine unzweideutige
Bedeutung, ob man n, m nun als Elemente von N oder als 1-Vielfache von A auffasst.
Dasselbe gilt fiir m - n. Deswegen darf die natiirliche Zahl n mit dem n-Vielfachen
von 1 identifiziert werden. Mit anderen Worten, man darf ohne Einschriankung der
Allgemeinheit davon ausgehen, dass N Teilbereich eines jeden £-Bereichs ist.

Seien a, b Elemente eines £-Bereichs, b < a. Dann gibt es ein d mit b+d = a (fiir a = b
wéhle man d = 0). Aus b+d = b+ e = a folgt d = e mit der Streichungsregel, also gibt
es genau ein d mit b+ d = a. Dieses d wird mit a — b bezeichnet und heifit die Differenz
von a und b. Es gilt definitionsgemé$ also (a — b) +b =b+ (a — b) = a, sowie

(1) a—b=d & b+d=a & d+b=a (a>0D).

Mit dieser auch Subtraktion genannten, nur partiell erkléarten Operation lasst sich wie
gewohnt rechnen — nur muss die Definiertheit der vorkommenden Terme gesichert sein.
Zum Beispiel ist a(b — ¢) = ab — ac falls b > ¢; denn dann ist auch ab > ac und die
Behauptung folgt mit (1) und D aus ac 4 a(b — ¢) = a(c + (b — ¢)) = ab. Ahnlich folgt

(2) (a—c)+(c=b)=a—0 (a>c>D).
Auch diese Gleichung ist vorerst nur unter der in Klammern gesetzten Bedingung sinn-
voll. Sie ergibt sich mit (1) aus (a —c¢) + (¢ —b) +b = (a — ¢) + ¢ = a.

Es sei abschliefend vermerkt, dass Axiom G weder ein logisches ist noch folgt es aus den
iibrigen Axiomen. Man konnte es hochstens abschwéchen zu Fs gibt Elemente a # b,
weil dann a < b oder b < a nach V, also existiert ein d # 0 gemafl E. Wire dann 1 = 0,
ergéibe sich der Widerspruch d = d1 = d0 = 0.
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2.3 Die Potenz

Sei A ein beliebiger £-Bereich und a € A. Dann wird a”™ wie folgt rekursiv erklart:

a®=1 ; "' =a"-aq,

sodass a! = a’-a =a, a> = a' -a = a - a, usw. Insbesondere ist 0° = 1. Dies ist

eine bequeme Konvention. Es gilt dann 1 +c+c*+...+ " = Y i<n ¢’ ohne zusétzliche
Verabredungen offenbar auch fiir n = ¢ = 0. Fiir n # 0 hingegen ist stets 0" = 0.

Es gelten die folgenden Regeln der Potenzrechnung in A mit Exponenten aus N:
Pt . o™ =qama", P*: a™ = (a™)", Py : (ab)" = a"b",
P<:n<m = da"<a” (a>1), Po:a<b=a"<b" (n#0),
P=:ad"=a" = n=m (a#0,1), P_: a"=b" = a=b (n#0).

P*, P>, P, beweist man meist durch vollstindige Induktion. Es geht aber auch mit

folgendem einfachen Satz, der die Induktion vorverlegt und oft deutlicher erkennen
ldsst, warum gewisse Identitidten gelten. A kann hierin eine beliebige Menge sein.

Satz 2.1. Seien F:AxN— A, f:N— A und g:N — A Funktionen derart, dass
() f0=g¢0 ; f(n+1)=F(fn,n) ; gn+1)=F(gn,n), firallen e N.
Dann sind f und g identisch.

Beweis. Wir zeigen fn = gn durch Induktion iiber n. Es ist fO = ¢0. Sei fn = gn
angenommen. (x) liefert dann f(n+1) = F(fn,n) = F(gn,n) = g(n+ 1); also ist auch
f(n+1) =g(n+1). Folglich gilt fn = gn fir allen, dh. f=g. =n

Analoges gilt auch, wenn im Satz N durch N, und f0 = g0 durch f1 = g1 ersetzt
wird. Kurzum, es ist f = g, falls f und ¢ dieselben Anfangswerte haben und dersel-
ben Rekursionsgleichung geniigen. Um die Beweiskraft dieses Satzes an einem simplen
Beispiel zu verdeutlichen, bezeichne fn die Summe der ersten n ungeraden Zahlen, so
dass f(n+1) = fn+2n+1= F(fn,n) mit F(z,n) =z + 2n + 1. Ferner sei gn = n.
Dann ist auch g1 = 1 und wegen g(n+ 1) = (n + 1)®> = gn + 2n + 1 geniigen f und g
derselben Rekursionsgleichung. Also f =g, d.h. 1 =12 14+3 =22 1+3+5 = 3% usw.

Zum Nachweis von PT betrachte man f:N — A mit fn = ¢™™ und ¢g:N — A mit

gn = a™ - a", wobei A ein &£-Bereich ist und a € A sowie m € N beliebig aber fest

gewihlt seien. Dann gilt gewiss f0 = a™ = ¢0, und nach den Definitionen ist
fln+1)=a™"-a=f(n)-a ; gn+1)=ama"" =ama"a=g(n)-a.

Daher geniigen f und g der Voraussetzung (x) von Satz 2.1, mit F'(z,n) = x - a. Also

f = g und P* ist bewiesen. Genauso zeigt man P* und P, durch den Nachweis, dass

fin— (@) und g : n+— a™ bzw. f:n+— (ab)” und g:n +— a™b" die Bedingung ()

fiir geeignetes F erfiillen. Mit derselben Methode ergibt sich auch die niitzliche Formel
B) 1—c"=0-c)l+c+E+...4+") (c<1).

Denn fiir f:n+—1—c"und g:n— (1 —c)(1+c+ ...+ ") ist sicher f0 = g0, und
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fln+1) = 1—-c"2=1—-c"")+ (" —c"2) = fn+(1—c)c"H,
gin+1) = (QI-c)(l+c+E+...+c"+c"™) = gn+(1—-c)c".
Damit gilt (*) in Satz 2.1 mit F(z,n) = z + (1 — ¢)c™™!, und (3) ist bewiesen.
Wichtig und in allen £-Bereichen giiltig ist ferner die so genannte binomische Formel
(4) (a+b)" =, (Ha"FF =am+ (Da" "o+ ...+ (,",)ab" ™ + b

Diese verallgemeinert die Gleichung (a+b)? = a* 4 2ab+ b?, welche fiir n = 2 durch (4)
mit erfasst wird. Hier sind die so genannten Binomialkoeffizienten (Z) fiir jedes Paar
(n, k) mit n > k definierte natiirliche Zahlen, die wie folgt rekursiv erklart sind:

1 @=C =1 G =0G+0n) E<n).

Deren Entstehung lésst sich mit dem berithmten PAs-
cALschen Dreieck leicht veranschaulichen. Die 1 an der
Spitze gilt als 0-te Zeile und es sei (g) = 1. In der n-ten
Zeile des Dreiecks fiir n > 0 mit den Randzahlen (’S) =1
und () = 1 findet man die (}) fir k =1,...,n—1 durch
Addition der beiden jeweils dariiber stehenden Zahlen.
So ist (?) = ((1)) + G) =1+1=2und (g) = 3+ 3 = 6. Induktion zeigt (’f) =n= (nﬁl)
fir alle n > 1. Dies erkennt man auch mit einem Blick auf das PAscALsche Dreieck. Es

ist sinnvoll, (Z) = 0 zu setzen fiir n < k. Dann ist (Z) fiir alle n, k definiert.

PascaLsches Dreieck

2.4 Ubungen

1. In den klammerfreien Termen dieser Ubung sei Linksklammerung gemeint (im
Zweifelsfalle auch sonstwo). So meint a + b — ¢ stets (a + b) — c. Man zeige:

B)a+(b—c)=a+b—c (b>c¢), (6)a>b+c & a—b>c (a>D),
(MMa+c>b & a>b—c (b>¢), B)a—(b+c)=a—-b—c (a>b+c),
9 a—((b—-—c)=a+c—b (a+c>b>c).
Man beachte, (6),(7) garantieren die Wohldefiniertheit aller Terme in (8),(9).
2. Man beweise die im Text formulierten Eigenschaften P<,P_, P~ und P_.
3. Man bestiitige in £-Bereichen (a —b)? = a® + b*> — 2ab (a > 1), und a* + b* > 2ab.
4. Man bestétige durch Induktion iiber n > 2 folgende Behauptungen:
(10) (1+a)">14+na (a>0, BERNOULLIsche Ungleichung).
(11) 1<(l-a)"+na<1+ (5)a® (0<a<1).
(12) 1—-a)">1-na (0<na<1l).

5. Man beweise durch Induktion iiber n oder mit Satz 2.1 die Formel (4).
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Abschnitt 3

Reelle Zahlen und ihre Anordnung

Endliche oder abbrechende Dezimalzahlen, auch Kommazahlen genannt, sind uns von
Kindheit an vertraut. Gleichungen wie zum Beispiel 1,23m = 123 ¢m haben einen
unmittelbar anschaulichen Sinn. Auch lernt man frithzeitig, wie man solche Zahlen
addiert, multipliziert und der Grofle nach vergleicht.

Nun ist bekannt, dass sich z.B. bei den so genannten nicht aufgehenden Divisionen und
anderen Rechenverfahren mit endlichen Dezimalzahlen nichtabbrechende Dezimalfolgen
ergeben, die sich nach dem Komma unbegrenzt fortsetzen. Dabei stellt sich heraus, dass
gewisse dieser Folgen als Ergebnis solcher Operationen nicht erscheinen, namlich dieje-
nigen mit einem ,, Neunerende®. Diese werden wir bei unserem Vorgehen als unzuléssig
ausschliefen, und zwar nicht nur weil man sie im Prinzip nicht benotigt, sondern weil
sie unser intuitives Bild {iber die dichte Anordung reeller Zahlen stéren wiirden, siehe
3.2. Alle iibrigen Dezimalfolgen nennen wir kurzerhand reelle Zahlen.

Mit einer blolen Benennung ist es natiirlich nicht getan. Worauf es ndmlich ankommt ist
der Nachweis, dass man mit diesen Zahlen wie gewohnt rechnen kann und dass sie eben
alle jene Eigenschaften besitzen, welche die reellen Zahlen auszeichnen. Diesen Nachweis
werden wir erbringen, und zwar ohne uns auf unendliche Reihen zu berufen, ja nicht
einmal auf die Bruchrechnung. Diese wird sozusagen iibersprungen. In diesem Abschnitt
befassen wir uns zunédchst mit der Anordnung dieser Zahlen. Gerechnet wird erst in
den Abschnitten 4 und 5. Wegen des anschaulichen Charakters der Thematik werden
hier von Anfang an gleich die nichtabbrechenden Dezimalfolgen in die Betrachtung
mit einbezogen. Dadurch lasst sich auch die Sonderrolle der Dezimalfolgen mit einem
Neunerende sehr gut veranschaulichen.

Anders als in der geordneten Menge der endlichen Dezimalzahlen gilt in der geordneten
Menge aller Dezimalzahlen der Satz von der oberen Grenze, der sehr einfach beweisbar
ist. Dieser garantiert nicht nur die unbeschrénkte Ausfithrbarkeit der Division — von
der Division durch 0 abgesehen — sondern auch die Existenz von Funktionen wie z.B.
der Exponentialfunktion, und macht dadurch Analysis iiberhaupt erst moglich.
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3.1 Reelle Zahlen als Dezimalfolgen

Eine Folge von Elementen einer Menge M sei eine Abbildung, welche jedem n € N ein
Element a, € M zuordnet. Eine solche Folge werde durch (a,), oder z.B. auch (a;),
bezeichnet. Gelegentlich betrachten wir auch durch (a,,),>r bezeichnete Folgen mit dem
Definitionsbereich n € N | n > k, sowie auch endliche Folgen (ay, ..., a,) oder {(a;)i<n
der Léange n + 1. Es sind dies Abbildungen von 0, ..., n in eine Menge.

Unter einer Dezimalfolge sei nun eine Folge (z,) verstanden, so dass z; fiir jedes i > 0
eine Dezimalziffer ist, die eine natiirliche Zahl zwischen 0 und 9 einschliellich bezeichnet
(welche man sich mit der entsprechenden Ziffer identifiziert denken kann); hingegen
darf zy eine beliebige natiirliche Zahl in Dezimaldarstellung sein, also eine nicht mit 0
beginnende endliche Ziffernfolge, oder aber zy = 0. Die Folge (z,) werde wie gewohnt
als zg,2129 - -+ notiert. Ist a = 2,212 - - -, darf z,, der Deutlichkeit halber auch mit z?
bezeichnet werden. z, (= z2) wird fiir n > 0 die n-te Dezimale (oder Kommastelle) von
a genannt. n heifle der Index (genauer, Stellenindex) von z,. Die natiirliche Zahl zy, der
ganzzahlige Teil von a, werde mit Int a bezeichnet (gelesen int a). Fiir a = 13,746 - - -
z.B. ist Int a = 2y = 13, z; = 7 die erste Dezimale, usw.

Wenn im folgenden von einer Dezimalzahl a = zp,z1 - -- 2,222z --- die Rede ist, so ist
stets gemeint, dass z; = z fiir alle ¢ > n. Falls a von der Gestalt zy,z;---2,000- -
ist, also z; = 0 fiir alle ¢ > n, heifle a = zp,2120--- eine endliche oder abbrechende
Dezimalzahl der Stellenzahl n. Diese denken wir uns mit der im anschaulichen Sinne
endlichen Dezimalfolge (z;)i<, identifiziert, welche wir in gewohnter Weise als zg,21 - - - 2,
schreiben. Doch soll die Gleichung a = 2p,2; - - - 2, nicht etwa zum Ausdruck bringen,
dass n die kleinste Stellenzahl von a, also z, # 0 ist. Die kleinste Stellenzahl von a
ist vielmehr das kleinste m mit z,,,; = 0 fiir alle « > 0. Demnach sind z.B. sowohl
3,14 als auch 3,140 Bezeichnungen fiir die Dezimalzahl 3,14000---, und diese Zahl
hat die Stellenzahlen 2, 3, ... Aufgrund dieser Verabredung haben je zwei endliche
Dezimalzahlen sicher eine gemeinsame Stellenzahl, und natiirlich mehr als eine.

Es bezeichne E die Menge aller endlichen Dezimalzahlen. Die Zahl 23,000 - - - der Stellen-
zahl 0 identifizieren wir mit der natiirlichen Zahl z5. Man kann dies auch so ausdriicken,
dass 29,000 - -- als neue Bezeichnung fiir z; € N verwendet werden darf. Insbesonde-
re ist 0,000--- = 0. Die natiirlichen Zahlen gehoren daher zu E. Sie sind in diesem
Zusammenhang als die endlichen Dezimalzahlen der Stellenzahl 0 gekennzeichnet.

Bemerkung. In diesem Stadium der Theorie hat die Schreibweise zg,z1 - - - 2z, noch nichts mit
einer Darstellung zg,z1 -2, = 20 + 21 - ﬁ + .otz 10% zu tun. Erst nachdem die Terme
10% und die Rechenoperationen auf E erklédrt wurden, ist die Frage nach der eben erwéhnten
Identitdt sinnvoll. Vorldufig wissen wir jedoch weder was %0 ist, noch was zum Beispiel die
Summe 3 + %0 bedeutet. Wir vermeiden deshalb auch die Bezeichnung Dezimalbruch, denn
Dezimalzahlen sind gemé&fl obiger Auffassung gewisse Folgen natiirlicher Zahlen und keine

Briiche im herkommlichen Sinne.

Eine Dezimalfolge der Form zg,z1---2,999--- mit einem so genannten Neunerende
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heifle unzulissig; alle iibrigen Dezimalfolgen seien zuldssig genannt. Der Grund fiir diese
Unterscheidung wird in 3.2 erklért; sie kann spéter nach einer geeigneten Verabredung
wieder aufgehoben werden. Es bezeichne D die Menge aller zuldssigen Dezimalfolgen, die
wir fortan einfach Dezimalzahlen, oder auch einfach nur (nichtnegative) reelle Zahlen
nennen. Dazu gehdren insbesondere die endlichen Dezimalzahlen, kurz E C D. Eine
von 0 verschiedene Zahl aus D heifle positiv. E, und D, bezeichnen die Mengen der
positiven Elemente von E, bzw. von D.

Wir haben den Objekten unserer Betrachtung damit im voraus die Bezeichnung reel-
le Zahlen zugestanden. Dies wird in 3.3 und den Abschnitten 4 und 5 gerechtfertigt.
In diesem Sinne seien Funktionen f: X — D mit X C D auch reelle Funktionen ge-
nannt. Nach Einfiilhrung der negativen Zahlen werden diese Bezeichnungen natiirlich
entsprechend erweitert.

Ist a = 29,2129 - - -, so heile 2,21 - - - 2, die n-te kanonische Niherung oder kurz die n-te
Ndiherung von a Diese werde fortan mit a, bezeichnet. Offenbar ist a € E genau dann,
wenn es ein n gibt mit a = a,. Denn a = a, = 29,21 - 2z, heiflt nichts anderes als
Zn+i = 0 fiir ¢ > 0. Speziell ist a € N genau dann, wenn a = ay (= Inta).

Beispiel. Fiir a = 3,14000--- ist ag=3,a7=3,1lundas=a3=...=a = 3,14.

3.2 Die Anordnung der Dezimalzahlen

Allgemein versteht man unter einer Anordnung oder Ordnung einer Menge M eine Rela-
tion < auf M mit den Eigenschaften T und V der Transitivitéit und der Vergleichbarkeit,
siehe 2.1. V ldsst sich hierbei auch ersetzen durch die beiden Forderungen | : a £ a
(Irreflexivitit), sowie V': a < b oder a = b oder b > a, einer Abschwichung von V.
Wegen | schlieflen sich die Fille a < b, b < a, a = b ndmlich gegenseitig aus. Wire z.B.
a < bund b < a, folgt @ < a nach T, ein Widerspruch zu |. Dass anderseits V auch I
impliziert, ist klar: wegen a = a entfillt die Moglichkeit a < a.

Wir gehen aus von der iiblichen (lexikographischen) Anordnung der Dezimalfolgen:
Sind a = 29,2129+ -+ und o’ = z{,2125 - -- voneinander verschieden und ist zy # 2, so
soll @ < a’ bzw. @’ > a sein, je nachdem ob zy < z; oder zy > z;. Wenn aber z; = z,
so richten wir uns nach den Werten von z; und 2] und allgemein nach dem kleinsten
Index n, so dass z, # z,,. Wir fassen dies zusammen in der folgenden

Definition. Fiir a = zp,2129--- und a’ = 2,212, -+ sel a < d’ genau dann, wenn
a # a' und wenn z,, < z,, fiir den kleinsten Index n mit z, # 2.

Offenbar ist a, < a fiir alle n. Ist a < b, gibt es offenbar ein n mit a < b, und
auch umgekehrt. So ist 2,6398 - - - < 2,640197 - - -, weil bereits 2,6398 - - - < 2,64. Es ist
klar, dass < die Eigenschaften V und T hat, also eine Ordnung ist, insbesondere auf
D. Ferner ist klar, dass sich fiir natiirliche Zahlen nichts anderes ergibt, als die dort
bereits vorhandene Anordnung. Anders als in N gibt es jedoch kein kleinstes positives



20 ABSCHNITT 3. REELLE ZAHLEN UND IHRE ANORDNUNG

Element in . Dies erkennt man leicht durch Betrachtung der folgenden Zahlenreihe,
die im weiteren eine wichtige Rolle spielen wird:

Eo = 1; €1 = 0,1; €9 = 0,01; E3 = 0,001 Uusw.

Es ist unmittelbar klar, dass g > 1 > ... > 0 und dass zu jedem a € D ein n existiert
mit €, < a. Offenbar ist ¢, unter allen von 0 verschiedenen endlichen Dezimalzahlen
der Stellenzahl n gerade die kleinste.

Nunmehr kann erklédrt werden, warum die Dezimalfolgen a = 29,212,999+ eine
Sonderrolle in den Betrachtungen spielen und zu unzuléssigen Zahlen degradiert wur-
den. Es gibt ndmlich keine Dezimalfolge, die im Sinne der erklédrten Anordnung zwischen
a= 20,212,999 - und @’ = zp,21 - 2 Y liegt, wobei z, # 9. Aus a < z < a’ folgt
namlich x = a oder x = d’ fiir alle x € ID. Man verdeutliche sich dies an Beispielen,
etwa a = 3,4999--- und a’ = 3,5000- - -. Um der anschaulich klaren Forderung gerecht
zu werden, dass zwischen zwei reellen Zahlen mindestens eine weitere liegt, ist man
genotigt, eine der beiden folgenden Alternativen zu wihlen: Entweder man schlief3t die
Dezimalfolge a von den Betrachtungen aus — d.h. man erklart sie fiir unzuléssig — oder
man identifiziert die beiden Dezimalfolgen a und a’, d.h. man sieht sie als Bezeichnun-
gen fiir dasselbe Objekt an. Es gibt gewisse technische, aber keine sachlichen Griinde,
warum wir uns fiir die Wahl der ersten Alternative entschlieen. Prinzipiell kénnte man
die endlichen Dezimalzahlen sogar ganz aus dem Spiel zu lassen; denn jede reelle Zahl
hat eine eindeutige nichtabbrechende Darstellung wie in 8.2 gezeigt wird.

Obige anschauliche Betrachtung macht nun deutlich, dass ID hinsichtlich der Relation
< dicht geordnet ist, d.h. zwischen je zwei derartigen Zahlen liegt noch wenigstens eine,
und damit unendlich viele weitere. Ganz allgemein heifit eine geordnete Menge dicht
geordnet, wenn sie mindestens zwei Elemente enthélt und zwischen je zwei Elementen
noch ein weiteres Element liegt. Die Dichtheit der Anordnung von DD lisst sich nun sogar
zu folgender Aussage verschirfen, welche zugleich die Dichtheit von E offenbart:

Satz 3.1. Zwischen je zwei Elementen a,b € D mit a < b liegt wenigstens ein ¢ € E,
d.h. es ist a < ¢ < b. Mit anderen Worten, E liegt dicht in D.

Beweis. Sei a = zy,2122--- < b und k kleinster Index mit a < by,. Falls b, < b, wéahle
man ¢ = b womit die Behauptung offenbar erfiillt ist. Falls aber b = b, gibt es wegen
der Zuléssigkeit von a sicher ein n > k mit z, # 9. Dann gilt fiir ¢ = zg,21 -+~ 2 - - 2,7
sicher a < ¢, aber auch c < b, =5b. =

Es sei dem Anfianger geraten, diesen Beweis anhand von Beispielen zu verfolgen. Sei
etwa a = 3,49996 - -- und b = 3,5001 - - -, so dass a < b;. Eine gemé&fl Beweisvorschrift
konstruierte Zahl ist ¢ = 3,5. Ist hingegen b selbst gleich 3,5 wéhle man ¢ = 3,49997.

DDie Nachfolgeroperation soll sich im Falle n > 0 nur auf die letzte Ziffer beziehen. Da wir nicht

strikt zwischen einer Ziffer als Symbol und der durch sie bezeichneten natiirlichen Zahl unterscheiden,
ist der Nachfolger 2z von z < 9 wieder eine Ziffer, so dass 29,21 -+ 2,7 im Falle n > 0 nur fiir 2,, # 9
wohlerkléirt ist. Zum Beispiel ist 0,987 = 0,99. Fiir n = 0 sei 29,21 - 2,7 = 20 + 1.
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3.3 Der Satz von der oberen Grenze

Dieser Satz ist grundlegend fiir die gesamte Theorie der reellen Zahlen und Funktionen.
Zu seiner Formulierung in Satz 3.2 werden einige Begriffe benotigt, die wir gleich fiir eine
beliebige geordnete Menge M formulieren, obwohl sie zunéchst nur fiir den Spezialfall
der geordneten Mengen [E und D wichtig sind.

Definition. Eine Teilmenge X C M einer geordneten Menge M heifit nach oben
beschrinkt, wenn ein b € M existiert mit x < b fiir alle z € X. Jedes derartige b heifit
eine obere Schranke fiir X. Ein Element s € M heifit obere Grenze oder Supremum fiir
X C M, symbolisch s = sup X, wenn s eine kleinste obere Schranke von X ist, d.h. es
gelten (a) s ist obere Schranke von X, und (b) s < b fiir jede obere Schranke b von X.
(b) ist wegen Eigenschaft V gleichwertig zu (b’): Zu jedem u < s gibt es ein z € X mit
u < x, d.h. man kommt s von links mit Elementen aus X beliebig nahe.

Beispiel 1. Seia € D und X = ag,a1,as,... die durch a beschrinkte Menge der
kanonischen Néherungen von a. Wir behaupten sup X = a. Ist ndmlich u < a beliebig
gewihlt, so ist u < a, fiir hinreichend grofles n gem#fl Definition von <, so dass
Bedingung (b’) erfiillt ist. Insbesondere ist sup0,3; 0,33;...=0,333---.

Beispiel 2. . X = 20,9; 20,99; 20,999 ... ist offenbar beschréinkt durch 2y + 1 und es
gilt sup X = z5 + 1. Denn gewiss ist zg + 1 obere Schranke von X. Sei nun u < 2y + 1.
Falls Int u < zq ist sicher u < zy. Aber auch im Falle Int u = zy gibt es — weil u kein
Neunerende hat — offenbar ein n mit u < 2¢,9---9. Allgemeiner sei X C D, n > 0,

n
s = zy,z1 -2 obere Schranke von X, und zu jedem m existiere ein x € X mit
20,21+ 2p 9+ -9 < x. Dann ist sup X = s. Denn offenbar gibt es ein hinreichend grofles

m
k mit u < 29,21+ 2, 9---9 und damit ist auch u < z fiir ein gewisses x € X.
k

Vollig analog definiert man die Begriffe nach unten beschrdinkt, untere Schranke und
untere Grenze (Infimum). Eine eventuell existierende untere Grenze fiir X wird mit
inf X bezeichnet. Eine beschrdnkte Teilmenge von M ist eine solche, die zugleich nach
oben und nach unten beschriankt ist. Eine nach oben beschrénkte Teilmenge X von M
muss eine obere Grenze besitzen. Wenn sie aber eine solche hat, so ist diese eindeutig
bestimmt. Denn sind a,b obere Grenzen fiir X, so ist a < b, weil a kleinste obere
Schranke ist. Aus analogem Grunde ist auch b < a, also a = b. Obere und untere
Grenze von X konnen, aber miissen nicht zu X gehoren.

Jede Teilmenge von I ist nach unten beschrédnkt, z.B. durch 0. Daher bedeutet fiir D
beschriankt dasselbe wie nach oben beschréankt. Die leere Teilmenge von D hat aulerdem
gerade das Supremum 0. Deswegen ist die Voraussetzung X # () in Satz 3.2 unten
eigentlich {iberfliissig! Hingegen hat () in I kein Infimum. Das liegt natiirlich daran,
dass D ein kleinstes aber kein grofites Element hat. In einer geordneten Menge ohne
kleinstes und grofites Element hat () weder ein Supremum noch ein Infimum.
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Es lidsst sich sehr einfach zeigen, dass nicht jede beschréankte Teilmenge von E ein Su-
premum in E besitzt. Damit ldsst sich viel einfacher als anhand von Q (siehe 6) die
Existenz dichter, liickenhafter Mengen verdeutlichen. Hat ndmlich X C E ein Supre-
mum s bereits in E, so ist s auch Supremum fiir X in D, wie aus der Dichtheit von E
in D sofort folgt. Hétte also z.B. X = 0,3; 0,33; ... ein Supremum s € E, so wére s
auch Supremum fiir X in ). Das aber ist ausgeschlossen, denn sup X = 0,333 - - - liegt
nicht in E. Anders sind die Verhéltnisse in D. Denn hier gilt der

Satz 3.2. Jede nichtleere beschrinkte Teilmenge X von D besitzt ein Supremum.

Beweis. Entweder hat X ein Supremum in [E oder nicht. Im ersten Fall ist nichts zu
beweisen. Es liege also der zweite Fall vor. Wir werden jetzt die Ziffern einer nichtabbre-
chenden Dezimalzahl s = zg,2129 - - - schrittweise konstruieren und beweisen s = sup X.

Da X nichtleer und beschrénkt ist, gibt es gewiss eine grofite natiirliche Zahl zg, so dass
gerade noch zy < z fiir wenigstens ein x € X. Seien nun 2, . . ., z, schon definiert, und
zwar so, dass zp,21 -2, < z fiir ein gewisses x € X. Dann sei z,,; die grofite Ziffer,
so dass noch zg,z; -+ 2,41 < x fiir wenigstens ein x € X. Weil geméfl Voraussetzung
20,21+ + 2,0 < x fiir ein x € X, ist 2,41 wohlbestimmt, und falls z,, ;1 < 9, ist 29,21 - - - 2,
sogar obere Schranke von X. Damit ist s = 2g,2122 - - - wohlerklart. Als erstes zeigen
wir, dass s zuléssig ist. Wire s = zg,21 -+ 2,999+ fiir den Fall n > 0, wére nach
Beispiel 2 2g,21 - - - 2,7 Supremum von X, im Widerspruch dazu, dass wir uns im zweiten
Fall befinden. Als néchstes zeigen wir, s ist obere Schranke fiir X. Sei a € X. Falls
a = sist auch a < s. Falls a # s, sei k kleinster Index mit zj # z{ (= k-te Ziffer von a).
Aufgrund der Bestimmung von z;, folgt 23 < z; also 2 < 2, daher a < s. Schliefilich ist
noch zu bestétigen, dass s wirklich s = sup X. Das aber ist klar, denn fiir jedes n gibt
es gemafl Konstruktion ein z € X mit 2,21 - - - 2, < x. Damit ist der Satz bewiesen. m

Man kann die Fallunterscheidung in diesem Beweis auch vermeiden, indem man die
Konstruktion eines unzuldssigen s in Kauf nimmt und s sodann durch die entspre-
chende zuldssige Dezimalzahl ersetzt. Jedenfalls liefert dieser Beweis ein Verfahren zur
schrittweisen Berechnung von sup X fiir konkret gegebenes X. So folgt nach Definition
der Multiplikation in 5 leicht, dass s*> = a, wobei s = supz € E | 2% < a. Deshalb kann
man s = y/a fiir explizit gegebenes a € D auch ohne ein spezielles Verfahren mit Satz
3.2 ndherungsweise und mit beliebiger Genauigkeit notfalls auch von Hand ausrechnen.
Der Satz ist aber ein méchtiges Existenzprinzip eben auch dann, wenn man bestenfalls
nur weifl, dass X beschriankt ist. Dazu das subtile und lehrreiche Beispiel unten. Sind
M und N geordnete Mengen, so heifit f: M — N monoton wachsend oder einfach
wachsend, wenn z <y = fx < fy, fiir alle x,y € M. Teilmengen von M der Gestalt
re€M|u<z<vmitu < v heilen abgeschlossene Intervalle oder einfach Intervalle.
Ist ¢ ein Wert mit fc = ¢, so heifit ¢ ein Fizpunkt von f.

Beispiel 3. Sei I ein Intervall in D und f:1 — [ wachsend. Wir behaupten, f hat
einen Fixpunkt in I. Und zwar ist s = sup X ein solcher, wobei X :=z € |z < fux.
Mit X C [ist auch s € [ alsoist fs wohlerklart. z € X, also z < fz, impliziert fx € X,
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weil auch fx < f(fz). Aus x € X folgt daher z < fr < s und so fx < fs. Also ist
fs obere Schranke fiir X und deshalb s < fs. Daher ist auch s € X, also fs € X und
somit fs < s. Insgesamt ergibt sich s = fs, d.h. s ist in der Tat ein Fixpunkt von f.

Von vielen Anwendungen des Satzes 3.2 nennen wir die Erklarungsmoglichkeit von
Potenzen b* mit beliebiger Basis b > 0 und irrationalen Exponenten z in 7.3. Diese
Konstruktion ist im Grunde viel harmloser als die des letzten Beispiels. Denn b* wird
durch eine konstruktive Anwendung von Satz 3.2 definiert. Immer wenn die Basis b und
der Exponent x explizit gegeben sind, ist auch b* explizit berechenbar. Hingegen ist ein
Fixpunkt von f:I — I i.a. nur berechenbar, wenn f iiber die bloe Monotonie und
Berechenbarkeit hinaus weitere Zusatzeigenschaften hat, siehe hierzu 8.4.

3.4 Liickenlosigkeit der reellen Zahlen

Es ist niitzlich, sich den Satz von der oberen Grenze auf unterschiedliche Weise zu
veranschaulichen, z.B. durch die Liickenlosigkeit der Ordnung von . Dazu die folgenden
ganz elementaren, auf DEDEKIND [5] zuriickgehenden Definitionen.

Unter einem Schnitt einer geordneten Menge M versteht man ein Paar nichtleerer Teil-
mengen U,V von M derart, dass

(1) UuV =M, (2) UnV=0 (3acUbeV = a<b.

U heifit die Unterklasse und V' die Oberklasse des Schnitts (U, V). Offenbar gibt es nur
die folgenden drei Typen von Schnitten:

[. U hat ein groBites und V' ein kleinstes Element,
II. U hat kein grofites und V kein kleinstes Element,
III. U hat ein groBites und V kein kleinstes Element, oder umgekehrt.

Schnitte vom Typ I heilen Spriinge, solche vom Typ II Liicken, und Schnitte vom
Typ III seien DEDEKINDSsche Schnitte genannt. Figur 1 veranschaulicht die drei Typen.
Jedem Schnitt (U, V') vom Typ III ist eindeutig ein so genanntes Schnittelement zuge-
ordnet, womit das gréfite Element von U oder das kleinste Element von V' gemeint ist.
Dieses ist offensichtlich sowohl Supremum von U als auch Infimum von V.

UV Sprumg UV

} DEDEKINDsche Schnitte
_U, V. ke U, v

Fig. 1 Schnitt-Typen geordneter Mengen

Sei M eine dicht geordnete Menge, d.h. M hat keine Spriinge und enthélt mehr als
ein Element. Hat in einem solchen Falle M auch keine Liicken, d.h. ist M [lickenlos
geordnet, kurz, ist M liickenlos, so verbleiben offenbar nur DEDEKINDsche Schnitte.
Umgekehrt ist eine geordnete Menge M mit nur DEDEKINDschen Schnitten natiirlich
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liickenlos. M erfiillt in diesem Falle auch den Satz von der oberen Grenze (d.h. Satz
3.2 mit M fiir D). Denn sei X C M nichtleer und beschriankt, V' die Menge der oberen
Schranken, und U := M V. Dann ist das Schnittelement s des Schnitts (U, V') gerade
das Supremum von M, wie leicht zu erkennen ist. Gilt umgekehrt in M der Satz von
der oberen Grenze, so ist M auch liickenlos; denn das Supremum der Unterklasse eines
Schnittes ist offenbar dessen Schnittelement. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.3. Fir eine dicht geordnete Menge M sind gleichwertig

(i) M ist lickenlos geordnet,
(ii) Jeder Schnitt von M ist ein DEDEKINDscher,
(i) In M gilt der Satz von der oberen Grenze.

3.5 Ubungen

1. Es bezeichne f jeweils eine der der Bedingung f1 = 1 geniigenden Funktionen

n 142440, ne (1), ne 2t (n>0).

Man zeige, diese geniigen alle der Rekursionsgleichung f(n+1) = fn+mn+1 und
sind nach Satz 2.1 daher identisch. Kurzum, » ,_; .7 = ("1 = @ Diese
Gleichungen gelten iibrigens auch fiir n = 0.

2. Der Abstand |a — b| zweier Elemente eines £-Bereichs sei wie folgt erklért: Es sei
la —b] = a—0bfir a <bund |a — bl = b— a sonst, d.h. a < b. Offenbar gelten
dann |a — b] = |b — al, sowie |[a — b =0 < a = b. Man beweise die so genannte
Dreiecksungleichung |a — b| < |a — ¢| + |b — ¢|. Diese Bezeichnung ist konsistent
mit der in 9.2 eingefithrten Notation |a| (absoluter Betrag).

3. Ein &-Bereich A heifit archimedisch (geordnet), wenn es zu allen a,b € A, ein n
gibt mit na > b. Sicher ist N archimedisch. Man beweise, dass in einem archime-
dischen £-Bereich A zu allen a,b € A, mit a > 1 ein n mit a™ > b existiert.

4. Man beweise, ein liickenlos geordneter £-Bereich A ist archimedisch (die Umkeh-
rung gilt i.a. nicht wie das Beispiel des £-Bereichs E zeigen wird).

5. Seien M, G geordnete Mengen. f: M — G heiflt strikt wachsend oder ordnungs-
treu, wenn a < b = fa < fb, fiir alle a,b € M. Sei nun f:E — G wachsend und
G liickenlos (wie z.B. G = D). Die Funktion f:D — G sei erklirt durch

fa=sup f(a,)|neN
und heifle die natiirliche Fortsetzung von f auf D. Man beweise

(a) f ist Fortsetzung von f, d.h. fa = fa fiir alle a € E,
(b) f ist wachsend, und mit f ist auch f strikt wachsend.
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Abschnitt 4

Arithmetik der abbrechenden
Dezimalzahlen

Vor einer Erklarung der Rechenoperationen fiir beliebige Dezimalzahlen definieren wir
diese zuerst im Bereich E der endlichen oder abbrechenden Dezimalzahlen. Dies ist
mehr als nur eine technische Vorbereitung auf die reelle Arithmetik. Das Rechnen mit
endlichen Dezimalzahlen verdient schon deswegen spezielle Aufmerksamkeit, weil wir
damit im Alltag stédndig zu tun haben. Auch rechnen sowohl Taschenrechner als auch
Hochleistungscomputer mit endlichen Dezimalzahlen V).

Bei der Summierung der Dezimalzahlen zg,z; - - - 2, und z{,2] - - - 2/, verfdhrt man be-

kanntlich wie folgt: Zuerst wird durch ,, Anhéngen von Nullen“ die Stellenzahl ange-
glichen; kurz, es darf hierbei m = n angenommen werden. Sodann summiert man
die natiirlichen Zahlen zpz; - -- 2z, und z{z]--- 2, — d.h. man denkt sich die Kommata
voriibergehend entfernt — und trennt in dieser Summe die letzten n Stellen durch das
Komma ab. Ist hingegen das Produkt von zp,z; - -z, und z{,2] - -- 2, zu bilden, wird
2021+ -+ Zp Mit z(z] - - - 2, multipliziert, und in diesem Resultat werden sodann n + m
Stellen durch das Komma abgetrennt.

Diese einfachen Kommasetzungsregeln lassen sich leicht formal fassen. Auf diese Weise
wird nicht nur die Ausfithrung der Rechenoperationen mit Dezimalzahlen auf diejenige
mit natiirlichen Zahlen zuriickgefiihrt, sondern es lassen sich auch die Rechengesetze
auf eine verbliiffend einfache Weise beweisen. Rationale Zahlen oder auch nur eine
spezielle Form der Bruchrechung treten hierbei nicht in Erscheinung. Es zeigt sich,
dass entgegen einer landlaufigen Meinung die Dezimalzahlarithmetik keineswegs der
Bruchrechnung als eines theoretischen Fundaments bedarf. Was man hier benétigt ist
lediglich die Gewissheit, dass die mehr als 1000 Jahre alten Rechenverfahren fiir Summe
und Produkt natiirlicher Zahlen im Dezimalsystem tatséchlich das gewiinschte Ergebnis
liefern, und dies setzen wir selbstversténdlich voraus.

Dgenau genommen, falls deren Chips speziell fiir kaufménnisches Rechnen ausgelegt sind; sonst wird
intern mit Bin&rzahlen gerechnet, was aber keinen duflerlich erkennbaren Unterschied ausmacht.
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4.1 Rechnen mit endlichen Dezimalzahlen

Zuerst fithren wir, und zwar gleich fiir beliebige Dezimalzahlen, die Operationen -
und <= der n-fachen Kommaverschiebung nach rechts beziehungsweise nach links ein.
Sei @ € D. Dann entstehe a—~ aus a dadurch, dass in a das Komma um n Stellen
nach rechts verschoben wird. Analog sei a<~ das Resultat der Kommaverschiebung in
a um n Stellen nach links. Abbrechende Dezimalzahlen werden durch die Operationen
2 <% wieder in abbrechende, nichtabbrechende in nichtabbrechende iiberfiihrt. Eine
n-stellige Dezimalzahl wird durch n-fache Kommaverschiebung nach rechts offenbar in
eine natiirliche Zahl {iberfiihrt. So erhilt man unter Beachtung von ¢, = 0,0---01

25,35 = 2530 ; 25,32 =0,0253 ; 1% =10" ; 1& =¢, ; e,2% = 1.

Es ist offensichtlich und sei nur nebenbei erwihnt, dass jedes a € E, sich in der Weise
a=zy,z1 """ zni oder a = zg,z1 - - - zni fiir geeignetes k so schreiben lésst, dass zg eine
Dezimalziffer # 0 ist, die so genannte Gleitkommadarstellung. 7.B. ist 27 = 2,75 Auf
dem Monitor oder gegebenenfalls auch im Taschenrechner-Display erscheint a im ersten
Falle als zg,z1 - -+ z,Ek, im zweiten als zp,z; - z,E—k. Auch rechnerintern wird das
Exponentensymbol E lediglich als Kennzeichnung einer Kommaverschiebung (shifting)
interpretiert. Diesbeziiglich gelten offenbar die folgenden Regeln:

0 0
So: a— =a+— =a,
S' nom __ _ntm n om __ n+m
1 @—— =a—— ; Q< = @+—,
A a™=" fallsn >m,
2. —_— — —
a<™"  falls m > n,
S3: as <b> & a<b & at <b& ; am =b> & a=b & adt = bis,

S,: a> = a- 10" fiir natiirliche Zahlen a.

Wer S; — Sy nicht fiir offensichtlich hélt, kann auch streng induktiv vorgehen und muss
nur beachten, dass L eine Bijektion von E ist mit der Umkehroperation <i, und dass
die n-fache Wiederholung von - darstellt. S; liefert a- ™% = 2% = 247 — ™ 2,
und analog ist a<- <% = a<=<~. S, ergibt sich aus der dezimalen Darstellung natiirlicher

Zahlen und liefert die niitzliche, spater wesentlich verallgemeinerte Gleichung
Ss: (a+0b)> =a™ + b fiir natiirliche Zahlen a, b.
Es wird nun die Addition in E wie folgt erklart:

Definition. Die Summe a + b von a,b € E sei erklart durch (e + b5 )<=, wobei n
eine beliebige gewéhlte gemeinsame Stellenzahl von a und b ist.

Danach ist z.B. 3,14 + 8,7 = (314 + 870)<l = 11842 = 11,84. Diese Definition ist
nichts anderes als eine préazise Formulierung des iiblichen Additionsverfahrens, das im
Prinzip auch in den Chips elektronischer Rechner ,,verdrahtet“ ist. Der Dezimalpunkt
bei Eingabe der Operanden bewirkt intern nur eine entsprechende Shift-Operation.
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Die angegebene Definition héngt nur scheinbar von n ab. W&hlt man einmal n, ein
andermal n’ in der geforderten Weise und ist etwa n’ = n + k, so ergibt sich

(@™ +b5)E = (a5 12 E)E D (gemiB S))
= (e +p)EBLE (gemiB Sy, weil a—>, b € N)
= (a> +b5)< (weil & = ¢ gemiB S,).

Definition. Das Produkt a-b von a,b € E sei erkldrt durch (a2% - b%%)&™  wobei n

und m Stellenzahlen von a bzw. b seien.

Beispiele. 2,31-12= (2,313 -125)& = (231-12)& = 27724 = 2,772, Ferner ist
a-10" = (e 10" 5)8 = (B 2) 8 = o5 fiir m-stelliges a, speziell 10,4, = &,.
Analog ist a-e, = (a™ £, ) = (o - 1) = ™5 — g% Daher lésst sich
zu jedem a € E und jedem b € D, offenbar ein n so wéhlen, dass ae, < b. Ferner ist

ab) =a-b-10" = a(b>); es ist also gleichgiiltig, wie ab— gelesen wird.
( gleichgiiltig g

Auch das Produkt héngt von der Wahl der Stellenzahlen von a und b nicht ab. Wich-
tig vor allem ist, dass die Einschriankungen der auf diese Weise erklérten Operationen
auf den Bereich N mit den dort bereits gegebenen arithmetischen Operationen iiber-
einstimmen. Denn man braucht in obigen Definitionen fiir den Fall a,b € N ja nur
n = m = 0 zu wahlen. Die Operationen +, - auf [E sind also Fortsetzungen derjenigen
von N. Deswegen diirfen sie auch mit den gleichen Symbolen bezeichnet werden.

Bemerkung. Es sei mit Nachdruck darauf hingewiesen, dass in den angegebenen Defini-
tionen keine Willkiir liegt. Fiir die Summe z.B. ergibt sich die Definition bis auf dquivalen-
te Formulierung zwangsldufig aus ihrer Entsprechung zur Addition in Gréflenbereichen. Sie
ist durch Dezimalteilung von Einheiten in Groéflenbereichen leicht zu veranschaulichen. Es
geniigt vorerst, sich dies anhand von anschaulichen Beispielen zu verdeutlichen, wie etwa in
3,14dm + 2,7m = 314em + 270cm = 584cm = 5,84m. In 10.3 werden wir rigoros beweisen,
dass obige Definition der Summe sozusagen eine zwingende ist.

Hat man sich einmal {iberzeugt, dass die Summe so und nicht anders als angegeben defi-
niert werden kann, so lédsst sich allein aufgrund der Rechengesetze schon beweisen, dass
auch das Produkt bis auf dquivalente Formulierung so und nicht anders definiert werden
kann als dies oben geschehen ist, Ubung 4. Ein anderes und ausschlieBlich didaktisches
Problem ist es, die Multiplikation sachgerecht zu veranschaulichen. Moglichkeiten hierzu
ergeben sich nicht nur bei der Flachenberechung und in der elementaren Kombinatorik,
sondern ebenso bei der Deutung der Dezimalzahlen als MaBzahlen (Gleichung (1°) in
10.3), oder als Operatoren, bei welchen die Multiplikation als Abbildungsprodukt in
Erscheinung tritt. Auf diese Interpretation gehen wir in 10.7 ein.

Wir werden nun den einfachen Nachweis erbringen, dass E mit den oben erkldarten Ope-
rationen einen £-Bereich bildet, also sémtliche in 2.1 angegebenen Axiome iiberpriifen.
Danach darf man mit den endlichen Dezimalzahlen wie gewohnt rechnen. Natiirlich ist
damit nicht nur blofles Ausrechnen gemeint, sondern das bewusste und zielorientierte
Anwenden der bekannten Rechengesetze, zum Beispiel bei der Termumformung.
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4.2 Nachweis der Rechengesetze

Die Eigenschaften V, F und G sind offensichtlich. Es seien nun a, b, ¢ beliebige Elemente
aus [E. Ferner sei n gemeinsame Stellenzahl von a, b, ¢, so dass a—, b, ¢ natiirliche
Zahlen sind. Dann ergeben sich die weiteren Rechengesetze in folgender Weise.
Nt: a+0=(a> +05)" =ab =a.
N: a-1=(a2 1%)& =aBE =a
Kt: a+b=(a" +b5)% = (b5 +a)E =b+a.
Analog verlauft der Nachweis von Axiom K*.
AT a+(b+c) = a+ (b +c)&E
= (a5 + (b + ) D) = (a2 + b5 + 5 ).

Derselbe Wert ergibt sich fiir (a + b) + ¢, und damit ist AT bestétigt.
A : a-(b-c) = (aD - (b3 - D) EIE — (B L p 2 . o2
Derselbe Wert ergibt sich fiir (a - b) - c.
D: (a+b)-c = (a= +b5)< ¢

= ((a® +b5)E5 - cB) & = ((a™> +b5) .cﬁ)["_”

= (% ¢ b ) (weil D in N gilt)
= (a2 - eB)E + (b - )& (Definition der Summe)
= a-c+b-c (Definition des Produkts).

Es verbleibt der Nachweis von Axiom E. Fiir ¢ € E ist ¢ = ¢ - 10™. Also folgt mit D
(1) (a+b)> =a> +b> (a,b € E).

Seien nun a,b n-stellig und zuerst angenommen, a + d = b mit d # 0. (1) ergibt
a +d> = b>. Weil a>,b> € N, ist d> € N, und weil mit d # 0 auch d= # 0,
ist a-» < b-%. Folglich ist a < b gemiB S3. Sei nun das Letztere vorausgesetzt und
a-,b € N. Nach S ist a—> < b--. Daher gibt es ein ¢ € N, mit a—> + ¢ = b-. Fiir
d := ¢~ ergibt sich dann a + d = (> + d->)<= = (e + ¢)«= = b><~ = b, womit
auch die andere Richtung von E gezeigt ist.

Damit sind sdmtliche Axiome nachgewiesen und E hat sich als ein Elementarbereich
erwiesen, der im Gegensatz zu N dicht geordnet ist. Es gelten fiir E dann automatisch
auch alle Folgerungen der Axiome, wie etwa die Monotoniegesetze. Eine einfache, kaum
bemerkbare Anwendung von M™ liefert z.B. fiir jedes n die folgende, im weiteren oft
verwendete Ungleichung, deren linke Hilfte natiirlich klar ist:

(2) apn<a<a,+e, (a € D).

Denn sei a = zp,2122--+ und a,, + &, = 2{,2] -+ - 2,,. Wegen a,, < a, + &, gibt es ein
k <mnmit 2, < 2, und z; = 2] fiir ¢ < k. Also gilt @ < a,, + &, nach Definition von <.



4.3. DIVISION ENDLICHER DEZIMALZAHLEN 29

4.3 Division endlicher Dezimalzahlen

Die Division ist im Zahlbereich E i.a. nicht ausfithrbar wie sich an einfachen Beispielen
verdeutlichen ldsst. So ist zum Beispiel dort die Gleichung 3 - x = 1 unlésbar. Denn
angenommen es gibt ein zg,2; -2, mit 3 - 29,21+ 2, = (3 20+ -2,)¢= = 1, oder
gleichwertig 3 - zg - - - 2, = 10™, wobei offenbar 2, # 0 angenommen werden kann. Fiir
keine von 0 verschiedene Ziffer z, endet aber 3 - z, auf 0 was notwendig der Fall sein
miisste, wére 3 - zg - - -z, = 10".

Falls die Gleichung b -z = a (oder gleichwertig x - b = a) fiir a,b € E mit b # 0 16sbar
ist, so nur auf eine Weise; denn bc; = bey = ¢ = ¢ nach der Kiirzungsregel. Die
Losung wird mit § bezeichnet und heiit der Quotient von a durch b. In 6 wird bewiesen,
dass fiir a,b € E die Gleichung b -z = a mit b # 0 in D stets losbar ist. Nur ist der
Quotient ¢ dann in der Regel nicht abbrechend. Anders als in N ist in E fiir a € E
und jedes n immerhin die Gleichung 10"z = a lésbar, ndmlich durch z = a<-; denn
10"a<~ = a--+<* = a. Man kann also in E stets durch 10" dividieren und das Resultat
entsteht durch n-fache Kommaverschiebung nach links; kurzum, 57 = a< = ag,. Ist
a speziell eine Dezimalziffer z, liefert dies 57 = 2¢= =0,0---0zT. Demnach gilt

2+ 5%+t =2+0,21+002+...+0,0---0z,.

Die Ausrechnung des rechten Terms mit dem vertrauten Additionsverfahren fiir meh-
rere Summanden, das ja nur eine zweckméflige Schreibweise unseres auf n Summanden
erweiterten Additionsalgorithmus fiir endliche Dezimalzahlen darstellt, ergibt

<0
+ 0,21
+ 0,022
4+ 0,0---0z,
= 20,%1° " Zn-

Damit haben wir die wichtige und wohlbekannte, in 3.1 schon erwidhnte Gleichung
(3) Zoazl"'znzzo+:f—(1)+..,_|_lzo_nn

bewiesen, die uns in Abschnitt 7 zu den unendlichen Reihen fithren wird. Man moge sich
vergegenwirtigen, dass eine Bruchrechnung fiir die Herleitung dieser Gleichung nicht

erforderlich war, denn die Terme {2 sind wohlbestimmte Dezimalzahlen 2.

In E kann nicht nur durch 10, sondern auch durch 2, durch 5, und allgemein durch jede
natiirliche Zahl der Form 2° - 5 dividiert werden, und i.a. nur durch diese, Ubung 1.
Z.B.ist § = 5a-, weila =2-5- a<-, und analog ist g = 2a<- . Die letzte Gleichung
ist niitzlich fiir das praktische Rechnen: um eine Zahl durch 5 zu teilen, muss diese nur
verdoppelt und im Ergebnis das Komma um eine Stelle verschoben werden.

2)Wer besonders pingelig sein will, kann (3) auch induktiv iiber n beweisen. Dafiir benétigt man nur

die leicht beweisbare Gleichung 29,21 - - - 2n = 20,21 * - * Zn—1 + Zn‘e = 20,21 "+ Zn—1 + iow (n>0).
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Ganz wie in E hat die Gleichung b -z = a fiir b # 0 wegen der Streichungsregel in
jedem &-Bereich nur héchstens eine Losung, welche stets mit ¢ bezeichnet wird, sofern
sie existiert. Weil zum Beispiel (1 —c¢)-(1+c+...+¢") =1— " fiir 0 < ¢ < 1 nach
(3) in 2, gilt in jedem E-Bereich die wichtige Formel

(4) 1= =l+c++. .+ (0<c<]1).
Auch 2z = n(n—1), und allgemeiner k! -z =n(n—1)...(n—k+1), ist fiir £ < n bereits
in N l6sbar, ndmlich durch z = (}) (Ubung 5). Dabei heifit die durch durch 0! = 1 und
(k+1)! = k!'- (k4 1) definierte Funktion von N nach N die Fakultdt-Funktion, kurz
k! =1-2-...-k. Die oben behauptete Identitét k! - (}) = n(n —1)...(n — k+1) ist
nach Definition des Quotienten gleichwertig mit der leichter merkbaren Formel

(5) () ="

Der Zéhler rechts in (5) ist genau genommen erklart als [],_,(n —4). Damit erkennt
man leichter, dass dieser auch fiir & = 0 wohldefiniert ist und den Wert 1 hat. Die An-
fangsbedingungen der folgenden, von einer gegebenen Termfolge g, t1, ... ausgehenden
rekursiven Definitionen sind nédmlich in der Mathematik iiberall die gleichen:

Zz’<0 ti=0, Zi<k+1 li = Zi<k tit+te Hi<0 ti=1, Hi<k+1 ti = Hi<k ti - .

— 1 ist iibrigens dann auch k! = [[_, i = 1 fiir k = 0.

Im Sinne der Konvention [] i1

i<0 ti

4.4 Ubungen

1. Man zeige, die Gleichung n - x = m ist fiir teilerfremde positive m,n in E losbar
genau dann, wenn n aufler 2 und 5 keine weiteren Primteiler hat.

2. Seien a,b € E n-stellig. Man beweise a < b < a+¢, <b.

3. Sei b € D und ¢ € E n-stellig. Man zeige: ¢ = b, genau dann, wenn ¢ < b < c+¢,.
Fiir n = 0 bedeutet dies speziell k£ = Int b genau dann, wenn k£ < b < k + 1.

4. Sei a+ b fiir a,b € E wie im Text definiert. Man zeige unter alleiniger Benutzung
der Rechengesetze fiir £-Bereiche, dass notwendigerweise a - b = (a2 - b7 )&%
fiir n-stelliges a und m-stelliges b.

5. Man beweise (5). Demnach gilt speziell 1 +2+...4+n = ("}') = ”(nTH) (n>0).

6. Die n-te Rundung a,) einer Dezimalzahl a = zg,212; - - - € D ist wie folgt erklért:
_Joan falls z,.1 < 4,
Un) = an,+e, falls 2,41 > 5.

Man beweise a () = (.41 + 5ent1) ( = (Int a2t 4 5)<n—+1n)
Fiir die wohlbekannte Kreiszahl w = 3,141592653589793 - - - ergibt sich demnach

T = (3141 +5)& 5, = 31462 , = 3,14 ; ms) = (314154 5)<& 5 = 3,142,
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Abschnitt 5

Arithmetik der nichtnegativen
reellen Zahlen

Angesichts der im letzten Abschnitt deutlich gewordenen Méngel des Zahlbereichs E
hinsichtlich Division gehen wir nun dazu iiber, die arithmetischen Operationen auf D zu
erweitern. Damit erreicht man nun mehr, als bei oberflichlicher Betrachtung zu erhoffen
wagt. D wird ndmlich zu einem &-Bereich, in welchem nicht nur unbeschrankt dividiert
werden kann — Division durch 0 natiirlich ausgenommen — sondern dariiber hinaus hat
der Zahlbereich D wegen der Giiltigkeit des Satzes von der oberen Grenze alle jene Ei-
genschaften, welche die reelle Analysis {iberhaupt erst ermoglichen. In diesem Sinne ist
die im vorliegenden Abschnitt begriindete reelle Arithmetik das Fundament, auf dem
sich das Riesengebédude der Analysis erhebt. Zwar fehlen zunédchst noch die negativen
Zahlen, aber dies ist unwesentlich; mehr noch, es macht die einfacheren mit dem Grenz-
wert zusammenhéngenden Betrachtungen iibersichtlicher. Was fiir die Definitionen der
arithmetischen Operationen benétigt wird, ist {ibrigens sehr bescheiden. Lediglich die
Grenzwerte monotoner beschriankter Folgen sind zu betrachten, welche wir der Kiirze
halber schlichte Folgen nennen werden.

Anschaulich ist klar, dass die Summe a + b reeller Dezimalzahlen a, b durch die Summe
a., + b, um so besser approximiert wird, je grofler n ist. In genau dieser Weise — und
entsprechende Bemerkungen beziehen sich auf das Produkt — wurde die Summe reeller
Zahlen erstmals in der Praxis definiert, zum Beispiel bei der Erstellung der Logarith-
mentafeln zu Beginn des 17. Jahrhunderts. Das geschah in einem aus heutiger Sicht
blindem Glauben an die RechtméBigkeit dieses Verfahrens. Tatséchlich sind ja diese
Verhiltnisse anschaulich so klar, dass die Frage berechtigt ist, ob es hier iiberhaupt ei-
ner Rechtfertigung bedarf. Diese Frage muss allerdings klar bejaht werden. Denn es geht
hier nicht um die Ausfithrbarkeit irgendwelcher Operationen, sondern um den Nachweis
gewisser, meistens stillschweigend benutzter Rechengesetze. Diese Gesetze wurden von
den Rechenexperten des 17. Jahrhunderts bei der Berechnung von Logarithmen- und
anderen Tafeln gewissermaflen nur experimentell {iberpriift.
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5.1 Schlichte Folgen

Wir betrachten zuerst Folgen (a,) aus einer beliebigen geordneten Menge M. Eine
solche Folge M heiit (monoton) wachsend, falls stets a,, < a,i1, (monoton) fallend,
falls stets a,, > a,41, und beschrankt, wenn a,, |n € N in M beschrinkt ist.

Definition. Eine wachsende beschriankte Folge (a,) heile eine schlichte Folge. Falls
a = {supa, | n € N} existiert, heifle a der Grenzwert oder Limes von (a,,), symbolisch
a = lim,_...a,, oder a = lim(a,). Fillt (a,) monoton und existiert b = {inf a,, | n € N},
so heiBe b der Grenzwert von (a,). In beiden Féllen sagt man, (a,,) ist konvergent oder
konvergiert oder strebt gegen ihren Grenzwert.

In diesem Abschnitt betrachten wir nur schlichte Folgen aus D. Derartige Folgen sind
nach Satz 3.2 stets konvergent, und nach Ubung 3.4 ebenso beliebige fallende Folgen
aus D. Zum Beispiel ist fiir a € D die Ndherungsfolge (a,) schlicht, denn sie wéchst
und ist durch a beschrankt. Daher ist definitionsgeméaf lim (a ,,) = a. Falls {(a,,) ab einer
gewissen Stelle & konstant ist, d.h. falls a,, = ay, fiir alle n > k, so ist lim (a,,) natiirlich
mit ay, identisch. Dieser Fall liegt fiir die Folge (a,) genau dann vor, wenn a € E.

Konvergenz im Sinne der obigen Definition wird beweisbar, wenn man von der fol-
genden, etwas allgemeineren Definition ausgeht, welche keine Ordnung, dafiir aber das
Vorhandensein einer geeigneten Abstandsfunktion | |: M x M — D voraussetzt. Diese
haben wir zwar in jedem E-Bereich (Ubung 3.2), aber wir wollen ja erst zeigen, dass ID
ein solcher ist! Deswegen benutzen wir vorerst nur die anfangliche Definition. Die spéter
verwendete, statt auf einer Ordnung auf einer Abstandsfunktion beruhende Definition
lautet: (a,) konvergiert und es sei lim(a,) = a, falls es zu jedem ¢ € D, ein n gibt mit
la — an| < € fiir alle m > n.

Alle Begriffe iibertragen sich sinngeméf auf Folgen (a,),>r. Mit (a,) ist offenbar auch
(@n)n>k schlicht, und weil sup{a, | n € N} = sup{a, |n > k}, gilt lim(a,) = lim(a,),>
fiir jedes k. Kurzum, man darf von einer schlichten Folge ein beliebiges ,, Anfangsstiick*
weglassen und erhélt eine schlichte Folge mit demselben Grenzwert. Dass fiir schlichte
Folgen aus D der Grenzwert mit dem Supremum iibereinstimmt, ist der Grund, warum
diese Folgen in der Regel einfacher zu beherrschen sind.

5.2 Erweiterung der Rechenoperationen

Im folgenden werden wir zunéchst den Fall schlichter Folgen vor uns haben, deren
samtliche Glieder endliche Dezimalzahlen sind. Sind (a,,) und (b,,) zwei derartige Folgen,
so kénnen auch die Folgen (a,, + b,) und (a, - b,) betrachtet werden. Es ist wegen der
Monotoniegesetze offensichtlich, dass es sich hierbei wieder um schlichte Folgen handelt,
die in D demnach wohlbestimmte Grenzwerte haben.

Definition. Die Summe a + b reeller Zahlen a,b € D sei erklart als lim{(a,, +b.,), das
Produkt a - b als lim{(a, - b,,).
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Soist 3-0,33--- =1im(3-0,3---3) = lim(0,9---9) = 1. Also lost x = 0,333 - die

Gleichung 3 - = = 1. Nach der in 4.3 eingefiithrten Bezeichnung ist also % =0,333---.

Aus der Definition ergeben sich ferner sehr einfach die Formeln a—~ = a - 10" und

Tom (Ubung 1). Genau wie in E bedeutet also auch in D Kommaverschiebung

dasselbe wie Multiplikation bzw. Division mit einer entsprechenden Potenz von 10.

n
a— =

Vor weiteren Betrachtungen haben wir uns zunéchst erst einmal zu {iberzeugen, dass
Summe und Produkt — eingeschréinkt auf E — mit den dort bereits gegebenen Opera-
tionen iibereinstimmen. Dies aber ist leicht erkennbar. Sei k so groff, dass a = a,, und
b ="b, fir alle n > k. Dann ist die Folge (a,, + b,,) von der Stelle k ab konstant; also
lim{a,+b,) =ar+br =a+b, wo die rechts stehende Summe diejenige im alten Sinne
ist. Das zeigt die Ubereinstimmung. Dieselbe Uberlegung gilt auch fiir das Produkt.

Fiir den Nachweis einiger Rechenregeln verwenden wir voriibergehend folgendes niitzli-
che Kriterium. Darin ist ¢, die in 3.2 definierte n-stellige Dezimalzahl 0,0 - - - 01.

Kriterium. Seic € E; und seien (a,), (b,) schlichte Folgen endlicher Dezimalzahlen
mit lim(a,) = a und lim(b,) = b. Dann sind dquivalent

(i) a<b ; (ii) zu jedem n gibt es ein m mit a, < by, + cey.

Beweis. Sei (i) erfiillt und n vorgegeben. Entweder ist a,, < ce, oder aber cg,, < a,.
Im ersten Falle gilt natiirlich a,, < b,, + ce,,, sogar fiir beliebiges m. Im zweiten Falle ist
ap — gy < ap < a < b. Daher ist a,, — ce,, < by, fiir ein gewisses m, also a,, < b, + ce,
wie verlangt. Umgekehrt sei (ii) erfiillt und angenommen, dass b < a, also b < a;, fiir
ein gewisses k. Sei d € E so gewihlt, dass b < d < aj. Fiir ein hinreichend grofles
n > k ist dann ce,, < a, — d, also d + cg, < ap < a,. Wegen b,, < d ergibt dies
by + cen < d+ ce, < ay, fur alle m, was (ii) widerspricht. m

Satz 5.1. Sind (a,), (b,) schlichte Folgen endlicher Dezimalzahlen, so gelten
(1) lim(a, +b,) =lim(a,) +1lim(b,) ; (2) lim(a,-b,) =lim(a,) - lim(b,).

Beweis. Sei a := lim(a,), b := lim(b,), also lim(a,) = lim(a,), lim(b,) = lim(b,,).
Es ist lim(a,, + b,) = lim{a, + b,,) zu beweisen. Nach dem Kriterium (angewandt mit
¢ = 1) gibt es zu jedem n ein m mit a, < a,,+¢, und b, < b,, +¢, (0.B.d.A. kann hier
dasselbe m fiir beide Folgen genommen werden). Daher ist a,, + b, < a., +b., + 2¢, fiir
alle n, und abermalige Anwendung des Kriteriums ergibt lim(a,, +b,) < lim{a,, +b.,).
Ganz analog beweist man lim({a, + b,) < lim(a, + b,) und (1) ist bewiesen. Zum
Beweis von (2) beachte man, a, < a,, + &, und b, < b,, + &, ergeben

anbn < (am +n)(bim +€n)

= a.mb.m + (a.m + bm + gn)gn < a.mb.m + (T + s+ 1)5717
wobei r,s € E mit a < r, b < s beliebig gewéahlt seien. Nach dem Kriterium — man
setze dort ¢ = r+ s+ 1 — ist mithin lim (a,, - b,) < lim(a, -b,,). Vollig analog zeigt man
lim{a, -b,) <lim{(a, - b,), womit auch (2) bewiesen ist. m
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5.3 Nachweis der Rechengesetze

Nunmehr werden wir die recht einfache Aufgabe erledigen, auch fiir D alle Axiome fiir
E-Bereiche aus 2.1 nachzuweisen. V und G sind trivial. Axiom F folgt daraus, dass fiir
a,b # 0 sicher a,,b, > 0 fiir ein n, also 0 < a,, - b, < lim{a, -b,) =a-b.

N*: Weil 0,, = 0 fiir alle n, ist a + 0 = lim(a,, + 0) = lim(a,) = a. Vollig analog
beweist man N*. Auch sind die Kommutativgesetze unmittelbar klar.

At: a+ (b+c) =lim{a,)+lim(b, +c,) =lim(a, +b, + c,) nach Satz 5.1. Derselbe
Wert ergibt sich fiir (a + b) + ¢. Ganz analog beweist man auch A*.

D: (a+b) -c=lim(a, +b,)- lim{c,) =lim{(a,+0b,) c,) =lim{a, c,+bn-cn).
Derselbe Wert ergibt sich erwartungsgeméf fiir a-c+b - c.

E: Seia+d=0bmitd+# 0 und n so gewahlt, dass d,, # 0, also ¢, < d,,. Dann ist
a<an,te,<a,+d,<a+d=0b.

Also a < b. Etwas subtiler ist die andere Richtung von E, d.h. der Existenzbeweis von
b — a fiir a < b. Zwar konvergiert (b, — a,) tatsichlich gegen b — a, diese Folge ist
aber i.a. nicht monoton. Hier hilft nun die Einbezichung einer anderen N&herung fiir
a, ndmlich a™ := a, + &,. Sicherlich ist a,41 = a, + 2, 6n41. Damit erhalten wir
Ung1 + Ent1 < A+ (22 + Denpr < ap + 106,11 = ay + &, Kurzum, (a™) fillt
monoton. Sei nun a < b, also a, < b, fiir alle n. Wir betrachten die Folge (d,,) mit

4 — 0 solange a, = b,
"1 b, —a™ falls Ay < by

d,, ist wohldefiniert, weil a,, < b, < a,+¢c, < b, < a™ < b,, Ubung 4.2. Wir
zeigen nun, (d,) ist beschriankt, wichst monoton, und a + d = b, mit d := lim(d,,).

Ersteres ist klar, weil d,, < b,, < b. Auch ist d, < d,4;, denn wegen a™ > a™! ist
bn—a" <bpy—a™ <b,, —a™? solange a™ < b, (dh. a, <b,). Sei nun k nun
minimal mit a, < by. Nach Satz 5.1 ist a + d = lim(a,,) + lim(d,,) = lim(a,, + d,).
Daher geniigt zu zeigen lim({a,, + d,) = b. Fiir n > k ist offenbar

an + dn =a,+ bn —a" = bn — & < b.ny

aber a, + d, < b, gilt auch fiir n < k, weil dann a, = b, und d,, = 0. Folglich ist
a+d=1lim{a, +d,) <lim(b,) = b. Daher ist nur noch lim(b,,) < lim{a,, + d,) zu
zeigen. Firn > kist b, = a™+d, = a, +d, + €,, erst recht b,, < (a, +d,)+ &,, und
dies gilt natiirlich auch fiir n < k. Daher ist Bedingung (ii) des Kriteriums mit m = n
und ¢ = 1 erfiillt. Folglich ist b < a + d, und alles ist bewiesen.

Unser wesentliches Ziel ist hiermit erreicht. D hat sich mit der oben erklarten Addition
und Multiplikation als ein £-Bereich erwiesen, welcher den Satz von der oberen Grenze
erfiillt. Anders formuliert: D ist ein liickenloser (Satz 3.3) und damit auch archimedischer
E-Bereich (Ubung 4 in 3.5). In 10 wird zudem bewiesen, dass es bis auf Isomorphie nur
einen solchen Bereich gibt. Damit haben wir volles Recht, die Elemente von D als reelle
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Zahlen zu bezeichnen. Mit diesen darf man von nun an wie gewohnt rechnen, unter
Beachtung der vorlaufig noch giiltigen Einschréankungen hinsichtlich Subtraktion. Zum
Beispiel folgt a — Inta < 1 aus a < Inta + 1 nur deshalb, weil der linke Term wegen
a > Int a wohldefiniert ist. Auf die Definiertheit solcher Terme wird kiinftig nur dann
explizit hingewiesen, wenn dies (wie in Abschnitt 9) wesentlich ist.

5.4 Rechnen mit Ndherungen

Bekanntlich operieren grofie und kleine Rechner mit endlichen Dezimalzahlen (eigentlich
Dualzahlen, aber das ist hier weniger wichtig). Die hieraus resultierenden Probleme
der Resultatsverfilschung bei umfangreichen numerischen Rechnungen sind theoretisch
nur schwer zu beherrschen und erfordern eine sorgfiltige Planung und Fehleranalyse.
Es ist aus diesem und anderen Griinden unerlisslich, eine genauere Vorstellung von
den Beziehungen der arithmetischen Operationen im Bereich reeller Zahlen und ihrer
niaherungsweisen Realisierung durch entsprechende Operationen in [E zu besitzen.

In der Regel wird mit Rundungen einer durch die Hardware des Rechners festgelegten
Stellenzahl n gerechnet. Wir erortern dies nicht in Einzelheiten, sondern interessieren
uns hier nur fiir die ,;sicheren“ Kommastellen des Ergebnisses bei der Ausfithrung der
elementaren Rechenoperationen. Gewiss ist a,, < a < a,, + &, nach Formel (2) in 4.2.
Also ist a, + b, < a+4+b < a, + b, + 2,. Es gilt gemdB Ubung 5 aber eine etwas
bessere Ungleichung fiir die n-te Ndherung der Summe, némlich

(3) an+b,<(a+b),<a,+b,+e,,

was fiir n = 0 die Ungleichung Inta + Intb < Int (e + b) < Inta + Int b + 1 umfasst.
(a+D),, wird also durch die Summe der n-ten Ndherungen von a, b mit einem minimalen
Fehler in der letzten Dezimalen angegeben. Fiir a = 1,213--- und b = 2,381 --- z.B.
hat (a+b) 5 geméB (3) den Wert 3,594 oder 3,595. Die ersten zwei Dezimalen sind hier
absolut gesichert, und die letzte hat eine minimale Unsicherheit. Ungeachtet dessen
kann es vorkommen, dass fiir @ = 29,2122 - -+ und b = 2{,2{2} - - - nicht einmal Int (a4 b)
exakt bestimmt werden kann, obwohl a und b ziffernweise berechenbar sind. Denn nach
Ubung 4 miissen zur Bestimmung von Int (a + b) die z; und 2/ im Falle z; 4 2/ = 9 fiir
i = 1,2,... solange berechnet werden, bis erstmals entweder z, + 2/, < 9, oder aber
zn+2z, > 9, oder es ist bestindig z;+ 2z, = 9. Im ersten Fall ist Int (a+b) = Int a+Int b, in
den beiden letzten Fallen ist Int (a+b) = Int a+1Int b+ 1. Offenbar ist die Entscheidung,
welcher Fall vorliegt, unter Umsténden nicht zu treffen.

Ahnlich lisst sich leicht bestétigen, dass a — b fiir a > b und a,, > b, im Intervall mit
den Grenzen a, — b, — ¢, und a, — b, + €, liegt. Beziiglich des Produkts ergibt sich

anbn <ab<anb,+en(an+b,+e,) <anb,+e,(a+b)+ 2.

Hieraus ersieht man, dass der Fehler in der Approximation von ab durch a,b, sehr
grofl werden kann. Will man ab auf m Kommastellen genau, so muss n > m so gewéhlt
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werden, dass €,(a + b) < g, also a + b < 10"~™. Dies ergibt lg(a + b) < n —m, oder
n > m + lg(a + b); dabei wurde das quadratische Glied €2 vernachléssigt, weil es sich
in der Regel erst in der 2n-ten Dezimalen auswirkt. Die hier ausnahmsweise im voraus
benutzte logarithmische Funktion lg wird in 7.4 behandelt.

Beispiel. Sei a = 33333,33333333 -, b= 3,6996 3369 - - -, und es soll a-b auf 2 Kom-
mastellen genau ausgerechnet werden. Dazu benétigt man sogar die 7-ten Naherungen.
Es ist namlich 2 4 1g33337,03--- = 6,5---. Rechnet man etwa nur mit as und b,
so erhélt man as - by = 122999,9877, wahrend tatséchlich a - b = 123321,12---. Der
(absolute) Fehler ab — a b ist also grofler als 321.

Diese hier nur angedeuteten Probleme des ndherungsweisen Rechnens werden auch nicht
aus der Welt geschafft, wenn mit den n-ten Rundungen statt mit den n-ten kanonischen
Néherungen gerechnet wird. Eine genaue Kontrolle gewinnt man z.B. durch die so
genannte Intervallarithmetik, auf die wir hier aber nicht eingehen kénnen.

Meistens betrachtet man nicht den absoluten Fehler |a’ — a| einer Nidherung o' fiir a,
sondern den relativen Fehler r = |a/;“|, der héufig in Prozenten angegeben wird. In
obigem Beispiel ist dieser mit etwa 0,26% zwar noch recht klein, aber bei Tausenden
von Multiplikationen in der Ausfithrung eines Rechenprogramms kénnen sich auch diese

Fehler erheblich summieren. Siehe etwa [38] fiir diesen Themenkreis.

5.5 Ubungen

1. Man beweise a - 10" = ¢ und a - €, = a<> fiir alle a € D und schlieBe daraus
(a+b)> = a™ +b". Demnach gilt a+b = (a=> 4 b-> )<~ fiir beliebige a,b € D.

2. Eine Folge (z,) aus D heifle eine Nullfolge, genauer eine fallende Nullfolge, wenn
xo > x1 > ... und wenn es zu jedem k ein m gibt mit x,, < £, (womit wegen der
fallenden Monotonie dann x,, < ¢ fiir alle n > m). Seien nun a,,a € D und sei
die Folge (a,) monoton wachsend. Man beweise die Aquivalenz von

(i) (a,) ist konvergent und lim(a,) = a,

(i) a, < a fiir alle n und (a — a,) ist eine Nullfolge.

3. Man beweise: Satz 5.1 gilt fiir beliebige schlichte Folgen (a,), (b,) aus D.

4. Sei a = 29,2122 -+ und b = z(,21 25 - - -, also Int a = 2y, Intb = 2{. Man zeige
Int a + Int b, falls es ein k > 0 gibt mit 2z, + 2;, < 9 und
Int (a +b) = zi+ 2, =9 fiir alle ¢ mit 0 < i < k,

Inta+Intb+ 1 sonst.
Demnach gilt im allgemeinen Falle nur Int (@ 4+ b) > Inta + Int b.

5. Man beweise die Ungleichung a, + b, < (a4 0), < apn+ b, + 5.
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Abschnitt 6

Division und rationale Zahlen

Wir werden als erstes zeigen, dass die Division in D stets ausfiihrbar ist, wenn nur der
Divisor nicht Null ist. Genauer, die Gleichung b - x = a ist stets losbar fiir b # 0, und
wegen der Kiirzungsregel dann auch eindeutig l6sbar. Die Division ist, dhnlich wie die
Subtraktion, eine nachtréglich eingefiihrte partiell definierte Operation. Die fiir b # 0
eindeutig bestimmte Losung von b-x = a heit der Quotient von a und b und wird mit
7 bezeichnet. Die Namen , Zéhler* und ,Nenner® fiir a bzw. b haben hier mit zéhlen
und nennen gar nichts zu tun und sind insofern nur Relikte der Vergangenheit.

Aus der Definition des Quotienten gewinnt man leicht die Regeln der so genannten
Bruchrechnung, die das Dividieren in den bisherigen Rechenkalkiil einbeziehen. Es wire
verschwendete Miihe, diese fiir Quotienten natiirlicher Zahlen extra zu formulieren, denn
sie gelten fiir beliebige reelle Zahler und Nenner, und allgemeiner, fiir Elemente eines
beliebigen £-Bereichs mit ausfithrbarer Division, und sind fiir Quotienten aus natiirli-
chen Zahlen auch nicht etwa einfacher zu beweisen. Den Algorithmus zur expliziten
Berechnung von 7 fiir reelle a, b behandeln wir in 8.1.

Die Quotienten ™ fiir m,n € N heiflen rationale Zahlen. Deren Gesamtheit werde mit
@ bezeichnet. In 9 dndern wir die Bezeichnung. Dann wird Q auch alle negativen ratio-
nalen Zahlen umfassen. Stets ist Q, die Menge der positiven Elemente von Q. Sowohl
rationale als auch irrationale Zahlen (Elemente von D\Q) sind im Sinne unserer Auffas-
sung wohlbestimmte Dezimalzahlen. Auch ein elektronischer Rechner ignoriert die Ein-
teilung in rationale und irrationale Zahlen, es sei denn, er werde speziell programmiert.
Sonst erscheint in der Anzeige oder auf dem Bildschirm im Falle einer Division von m
durch n immer nur das, was eine Bruchzahl gemé&fl unserer Auffassung ist, namlich eine
Dezimalzahl; genauer, es erscheint eine gewisse Rundung dieser Zahl.

Jede endliche Dezimalzahl a ist rational; denn hat a die Stellenzahl n, ist 10"a = a—

eine natiirliche Zahl, also a = ali) € Q. Aber es gibt sicher nichtabbrechende rationale
Zahlen, z.B. % = 0,333 -, siehe 5.2. Anderseits sind gewiss nicht alle Dezimalzahlen
rational. Denn nach 6.2 ist jede rationale Dezimalzahl periodisch. Wir werfen schliellich
einen kurzen Blick auf so genannte Stammbruchdarstellungen rationaler Zahlen, einer

von vielen interessanten Anwendungen des Bruchrechnens in diesem Abschnitt.
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6.1 Division und Bruchrechnung

Durch Anwendung des Satzes 3.2 von der obereren Grenze erhalten wir

Satz 6.1. Fir alle a,b € D mit b # 0 gibt es genau ein c €D mit b-c = a.

Beweis. Den Existenzbeweis kann man auf den Fall a = 1 beschrénken. Denn ist ein
s € D mit b-s = 1 konstruiert, so gilt fiir ¢ := sa dann bc = bsa = 1la = a. Sei also
b # 0. Dann ist X := {x € D| bx < 1} beschriankt. Denn ist ¢,, < b und =z € X, so
folgt epr < bx <1 =g, 10", also x < 10™. Sei s := sup X. Wir beweisen bs = 1.
Angenommen bs < 1. Wihlt man n so groB,dass be,, = b« < 1 — bs, ist b(s +¢&,) < 1.
Also wire s + ¢, € X, was unmoglich ist. Aber auch bs > 1 ist ausgeschlossen. Denn
ist be, < bs— 1 und ¢, < s, so folgt bx < 1 < b(s —¢,) fir z € X, also z < s — &,.
Damit wére bereits s — ¢, obere Schranke fiir X, was nicht angeht. Also ist bs = 1. Die
Eindeutigkeitsaussage folgt mit der Kiirzungsregel aus bc; = bcy = ¢ =c5. =

Diese Beweismethode ist sehr verallgemeinerungsfahig. So lédsst sich ganz analog zei-
gen,dass die Gleichung z? = a fiir gegebenes a € D genau eine, mit /a bezeich-
nete Losung hat, 7.2. Schon in der Antike wusste man im Prinzip, dass nicht nur
V2 = 1,41---, sondern auch \/n — représentiert durch eine geeignete Streckenlinge —
immer dann irrational ist, wenn n einen Primfaktor in ungerader Potenz enthélt.

Der nach Satz 6.1 fiir b # 0 existierende, in gewissen Zusammenhiingen auch mit b~!
bezeichnete Quotient % heifit der Kehrwert von b, und man sagt, b und % seien reziprok.
Es ist % < 1 fiir b > 1, und % > 1 fiir 0 < b < 1 geméafl M*. Besonders einfach lassen
sich die Quotienten % veranschaulichen, fiir n > 1 auch Stammbriiche genannt. Da
%—l—...—l—%:n-%:l,
—_——

ist % nichts anderes als die n-Teilung der Zahl 1. So ist z.B. 3 - % = 1 und bereits in
5.2 wurde beispielhaft gezeigt, dass % = 0,333 - - -. Summiert man den Stammbruch %
m mal, erhélt man die rationale Zahl ™. So sind rationale Zahlen historisch gesehen
entstanden und sie behalten selbstversténdlich auch ihre weitreichende innermathemati-
sche Bedeutung. Aber ihre Alltagsbedeutung habt sich angesichts der allgegenwértigen
automatischen Rechner erheblich vermindert und auch fiir die Begriindung der reellen
Arithmetik sind sie entbehrlich wie wir gesehen haben.

Sind a, b irgendwelche Terme, so heifle die Schreibfigur § ein Bruchterm oder kurz ein

Bruch. Fiir a,b € D und b # 0 bezeichnet § die wohlbestimmte reelle Zahl ¢ mit bc = a.
Unterschiedliche Bruchterme koénnen, ebenso wie etwa die Differenzterme 3 — 2 und
4 — 3, dieselbe Zahl bezeichnen. Genaueres wird unten in Q; formuliert.

Mitunter ist es von Vorteil, es bei der Darstellung eines Quotienten ¢ = ¢ als Bruchterm
zu belassen, vor allem dann, wenn a und b natiirliche Zahlen sind. Oft ist die Kenntnis
der dezimalen Darstellung von ¢ gar nicht erforderlich, z.B. weil sich Zahler oder Nenner
im Verlaufe arithmetischer Umformungen gegen andere Faktoren wegheben. Im Sinne
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unserer Auffassung ist aber z.B. % nur eine andere Schreibweise fiir 0,333 ---, die in
besonders prignanter Weise den Sachverhalt 3-0,333--- = 1 zum Ausdruck bringt.

Wir formulieren und beweisen jetzt die bereits erwdhnten Regeln der Bruchrechnung.
Hierin kénnen a, b, ¢, d beliebige natiirliche Zahlen, aber ebenso beliebige Dezimalzah-
len, ja Elemente eines vollig beliebigen £-Bereichs bedeuten, in welchem die Division
ausfithrbar ist. Denn weder die Formulierungen noch die Beweise dieser Regeln hidngen
von irgendeiner Zahldarstellung ab. Die einzige Einschrankung ist b, d # 0.

Qo: 7=7F & br=a,speziell by = a,

Qi: §=9 & ad=bc, speziell £ = ¢ fiir e # 0 (Kiirzungsregel),

Qs : 7 <3 & ad<bc,

Qg: oS4 C=odtbe g c_adbe (fa)lg &> < ynd damit ad — be > 0),
Q4: % §:%> %:Z_Zl (b,C,d#O),

QG: (F)"=% (0#0).

Es folgen die einfachen Beweise von Q; - Q5 (Qp gibt lediglich die Definition wieder).

Qi: §=5 & bdj=>bdj (wegen der Kiirzungregel in 2.2)
& ad = be (weil bd§ = byd = ad und bd§ = be geméf Qo).
Qe §<§ & bdf<bd§ < ad<bc (wegen M* und Qo).

Qs: bd(} + §) = dby + bd5 = ad + bc. Daraus folgt die erste Gleichung mit Q. Die
zweite ergibt sich ebenso, weil bd(§ — £) = bd§ — bd§ = ad — be.

Qq: bd- 35 = by -d§ = ac. Daraus folgt die erste Gleichung mit Qu. Entsprechend folgt

die zweite, denn nach dem Bewiesenen und der Kiirzungsregel ist %—‘Ci cS = % =3

Qs: Nach P, aus 2.3 ist b"(3)" = (b3)" = a”, und die Behauptung folgt dann aus Q.
Diese Regeln lassen sich auf elegante Art auch so beweisen: Man schreibe b~'a fiir 7
(also 3 = b~') und bestitigte zuerst b'd™' = (bd)~! und (¢™!)~! = ¢. Dann erhélt man
z.B. Qs aus b~ la+d e = b~ d*da + b~'bd"'c = (bd) "' (ad + cb).

Wegen Q; hat jedes r € Q4 eine gekiirzte Darstellung r = ™, womit gemeint ist, m und
n seien teilerfremd. Aber was noch wichtiger ist: Q3 und Q4 zeigen, dass Q gegeniiber
Addition und Multiplikation abgeschlossen ist. Ebenso ist die Abgeschlossenheit ge-
geniiber Subtraktion gewihrleistet, falls diese (in D) ausfithrbar ist. Dies geniigt um
festzustellen, dass Q als Teilbereich von D selbst einen £-Bereich bildet; denn die Axio-
me in 2.1 sind einfach nachzupriifen. So gilt K in D, also speziell auch in Q.

Von nun an verwenden wir die Rechenregeln in £-Bereichen und die Bruchrechnung ohne
besonderen Hinweis. Eine etwas anspruchsvollere Anwendung der letzteren ist der weiter
unten gefithrte Beweis, dass (e,) eine schlichte Folge ist, wobei e, := (1+ )" fiir n > 0
und eq := 1. Deren Grenzwert wird allgemein mit e bezeichnet und auch die EULERsche
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Zahl genannt. Also e = lim(e,,). In 7.1 wird ein bequemes Berechnungsverfahren fiir e
angegeben, und in 8.3 wird nachgewiesen, dass e irrational ist. Hier beweisen wir nur
2 < e < 3. Nicht nur e, sondern auch die e,, und allgemeiner die Zahlen (1 + 7)™ fiir
reelle = treten in vielen Anwendungen der Mathematik explizit auf.

Die Ungleichung (12) in 2.4 liefert offenbar (1 — 25)" > 1 — 1 = 2= fiir n > 1. Auch
1

beachte man 1 + -L- = -2 sowie 111 = {otlin-l) 1 — # Damit ergibt sich
n—1

das (strikte) Wachstum von (e,) aus der folgenden Ungleichung. Darin sei n > 1, weil
ep<e (=d+ %)1 = 2) ohnehin klar ist.

1yn, 1 1 \n
en :(1+n) 1 n71):<1+?> (1+ﬁ):(1_l)n n >;1.L:1‘

en—1 ( nil)” I+ n? n n—1

n—1
folgt wegen () = n(nol)(noktl) o % ((5) in 4.3) aus

Die Beschranktheit von (e,) 5
(1+4Hr = > k<n WE: (Binomische Formel)
< Zk< k;_knL = D k< <n k' <1+ Zk<n(%)
= 1+ —F Q" 1y =T =3 (Formel (4) in 4.3).

NJ\»—\

2

6.2 Periodische Dezimalzahlen

Die reelle Zahl 1,2074 074074 - - - ist Beispiel einer so genannten periodischen Dezimal-
zahl. Allgemein heifle a = zg,2129 -+ periodisch, wenn es Indizes p > 1 und ¢ > 0
gibt mit 2z, ,4; = 244 flir ¢ = 1,2,... Sind p,q minimal mit dieser Eigenschaft,
so heifle p die Periodenlinge, und ¢ auch der Periodeninder von a. Es ist demnach
A = 20,21 ZqZq+1 """ ZgrpRqtl * " ZgtpZq+1 - -+ die allgemeine Form einer periodischen
Dezimalzahl, und man schreibt meistens etwas kiirzer a = 20,21 - - - 242441 - * Zg+p-

Die Folge (2411, - -, 2q+p) heifle die Periode und die natiirliche Zahl P = 2,41 -+ - 244y
der Periodenwert, wobei die Nullen, mit denen 2z, ; - - - 244, eventuell beginnt, zu unter-
driicken sind. Ist ¢ = 0, heiflt a reinperiodisch.

Beispiele. Fiir a = 1,2074 ist ¢ = 1 und p = 3. Der Periodenwert P ist 074, also 74.
Auch a = 3,14 = 3,14000 - - - ist periodisch, mit ¢ = 2, p = 1 und Periodenwert 0.

Satz 6.2. Eine periodische Dezimalzahl a = zy,21 - 2¢Z441 - Zq4p 15t rational. Ge-
nauver, ist P = z,y1 -+ - 24+p der Periodenwert, so gilt

(1) a=a4+ qegm =0+ 5590
~
P q
Beweis. Sei (a) R = 0,241 ZgipZqs1 - = (@ — a4) > = 10q(a — a,). Offenbar ist
10PR = R% = Zgp1+ ZgaprZqsr -+ = P+ R, also (b) R = 1:5—. (a) und (b) ergeben
109(a — aq) = 1o, also a —a g = W, und damit (1). m
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Nach (1) ist z.B. 1,2074 = 1,2 + 9530 = 122 Irrationalzahlen wie v/2, V10, e usw.
sind also nicht periodisch. Obwohl das schon hier unschwer beweisbar wire, wird sich
in 8.1 ganz nebenbei ergeben, dass umgekehrt jede rationale Zahl auch periodisch ist.
Die rationalen Dezimalzahlen sind demnach als die periodischen vollstdndig gezeichnet.

Fiir eine reinperiodische Zahl a ist ¢ = 0, also 10?7 = 1; daher vereinfacht sich (1) zu

(2) a=2+ 5.
<~
p

Nach dieser Formel ist z.B. 3,333 - - -

=3
33
Ferner ist nach (2) z.B. § =0,z22---, d.h.

+ 3 = 10 aber 3,0303--- = 3+ 3 = 10,
§=0111---,2=0,222--- usw. Analog ist
452 = 0,21202129 - - - und allgemein =2 = 0,27+ 2. Auch ist 7= 99 = 0,2120212 -

fiir n < 10, mit 2125 = 9 - n. Demnach ist &+ = 0,09 (= 0,090), & = 0,18 (= 0,181)
usw. Taschenrechner liefern diese und weitere Einsichten sozusagen experimentell. Zum
Beispiel sind die Topzahlen allen Aberglaubens, die Primzahlen 7 und 13, dadurch

ausgezeichnet, dass gekiirzte Bruchzahlen ™ < 1 mit Primnenner n nur fiir n = 7 und

n = 13 die Periodenléinge 6 haben. Nach Ubung 8.2 ist namlich p die kleinste natiirliche
Zahl, so dass 10?7 — 1 durch n geteilt wird. Fiir n = 7 ist dies die Zahl 6, denn 7 teilt
105 — 1 = 99999, nicht aber 10° — 1 fiir 0 < 7 < 6. Dasselbe gilt fiir n = 13. Weitere
Méglichkeiten gibt es nicht. Denn es gilt 10° —1 = 3%-7-11-13-37, und 3 = 0,3,

= 0,09, 5= = 0,027 haben die Periodenléingen p =1, p = 2, bzw. p = 3.

6.3 Stammbruchapproximation

Briiche wurden im alten Agypten durch Stammbruchsummen dargestellt. Fiir genauere
Rechnungen gab es Rechentabellen wie z.B. der Papyrus Rhind belegt. So wie wir heute
reelle Zahlen gern durch 2-stellige Kommazahlen approximieren (etwa 7 durch 3,14),
verwandte man damals oft 2-gliedrige Stammbruchsummen. Diese Methode ist fiir viele
Zwecke ausreichend genau. Weil keine 2-gliedrige Stammbruchsumme echt zwischen
% + % = g und 1 fallt, liegt der Approximationsfehler fiir Werte » mit 0 < r < 1
durchgehend allerdings nur unterhalb 1 — g = %. Vermutlich deshalb war % der einzige
haufiger anzutreffende Nicht-Stammbruch. Denn wegen 24 ;11 = % ist dann der Fehler

bei 2-gliedriger Approximation nur noch kleiner als - 55 Wie man sich leicht iiberlegt.

LEONARDO gibt in [22] u.a. folgendes Rezept an zur Verwandlung einer rationalen Zahl

0 <7 <1 in eine Summe aus paarweise verschiedenen Stammbriichen:
Man suche den groﬁten Stammbruch ﬁ mit ﬁ < r, so dass gy eindeutig gekenn-
1 1

zeichnet ist durch +1 < r < =. Ist nicht schon r = ——_ suche man den gréfiten
90 go+1

Stammbruch ﬁ mlt m <r-— gol+1 (< gil), und so fort. Stets ist g; > 1. Nach endlich
vielen (sagen wir k + 1) Schritten steht das Gleichheitszeichen und es ergibt sich

(3 r=

+...+—— (0 <r <1 rational).

1
go+1 9k +1

So erhélt man z.B. % = %+§. Wir zeigen, dass dieses Verfahren tatsichlich abbricht, und
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zwar induktiv iiber den Zahler m von ™ (0 < m < n). Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen.

Sei angenommen aller <1 (r e Qy) mit einem Zahler < m hétten eine Darstellung
(3). Sei 15 grofiter Stammbruch mit -7 < . Dann hat r := 7 — ﬁ = %

einen Zahler < m; denn 7 < E’ also mg < n, und so m(g + 1) — n < m. Daher hat
das soeben gewihlte r eine Darstellung (3) geméiﬁ Induktionsvoraussetzung, und wir

erhalten somit = = r + L = L +... +1 + m Damit wurde bestétigt, dass

LEONARDOSs Prozedur abbrlcht Auch smd die g; paarweise verschieden. Denn nach
1 1 1 1

Definition ist +1 s 1+1) s SRS (gl-i-l Also

Giy1 +1> gi(gZ + 1). Daher geniigen die Zahlen g; der Bedingung

Weil g; + 1 > 2, gilt nach (4) sogar g;+1 > 2g;. Stammbruchdarstellungen sind in der
Regel nicht eindeutig. Zum Beispiel ist 1—72 = % + i = % + 1—12 Siehe auch Ubung 4. Eine
Darstellung (3) mit der Eigenschaft (4) ist nach Ubung 5 jedoch eindeutig.

Startet man LEONARDOs Verfahren mit irrationalem r > 0 (genauer, mit r — Intr),
so bricht das Verfahren nicht ab und man erhalt eine Darstellung von 7 als unendliche
Stammbruchreihe, siehe 7.1. Es ist z.B. w = 3 —i— + T+ .. Ubrigens ist der relative
Fehler der 2-ten Stammbruchapproximation 3 + 1 —1— fur 7 mit etwa 0,006% um fast
eine Groflenordnung besser als die dezimale Approxunatlon 3,14 mit etwa 0,05%.

6.4 Ubungen

1. Man zeige: (a,) mit a, # 0 fiir alle n ist (fallende) Nullfolge genau dann, wenn
($> monoton und unbeschriankt wéchst. Damit ist (¢") fiir ¢ < 1 eine Nullfolge,

weil nach Ubung 3.3 die Folge (%) = ((1)") unbeschréinkt wichst.

2. Sei e/, = (1 — 1)™ mit e}, := 0. Man zeige: (¢/,) ist schlicht und lim(e},) = .

n

3. Seixz >0 und z, = (1+ n) Man zeige (x,) wichst strikt monoton und es ist

n < Z,Kn = 1+z+ %5 +...+ % Ferner beweise man, (3, , k,) und damit
auch (z,) sind beschrinkte und folghch schlichte Folgen.

4. Sei (h;) eine Folge von Zahlen aus N, mit h;; = h;(h;+1). Man zeige, fiir jedes n
gilt hio = icn ﬁ—%t Nach dieser Formel ist z.B. fiir hg = 1undn =0,1,2, ...
_ _ 1,1 _ 1,1 ,1_1,.1,/.1_,1_
1_0+1_§+§_§+§+5_§+§+7+E_
Dem entnimmt man leicht verschiedene Stammbruchdarstellungen von %, die aber
Bedingung (4) verletzen. Zum Beispiel ist 41 > 6 - 7 nicht erfillt.

5. Man zeige, eine Darstellung (3) mit der Eigenschaft (4) ist die LEONARDOsche
und folglich eindeutig bestimmt.
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Abschnitt 7

Beginnende Analysis — Unendliche
Reihen, Potenzen, Logarithmen

Obwohl die negativen Zahlen noch nicht zur Verfiigung stehen, lassen sich gewisse Ele-
mente der analytischen, d.h. mit dem Grenzwert zusammenhéngenden Betrachtungs-
weise bereits jetzt bequem entwickeln. Mehr noch, das Nichtvorhandensein negativer
Zahlen macht den Kern mancher Konstruktionen durch den vorldufigen Wegtfall von
Vorzeichenbetrachtungen deutlicher sichtbar. Die Erweiterung der Begriffe unter Ein-
schluss negativer reeller Zahlen ist spéter nur ein kleiner Schritt. Man benétigt lediglich
Grenzwerte oder Suprema schlichter Folgen, um unendliche Reihen mit positiven Glie-
dern, Potenzen und Logarithmen einfach und griindlich behandeln zu kénnen. Speziell

ist der Nachweis von zg,z129 -+ = Z?io = zu Beginn von 7.1 geradezu banal.

Ein Hauptziel dieses Abschnitts ist die Definition der Exponentialfunktion durch den
liickenlosen Nachweis aller Potenzgesetze, auf denen z.B. die logarithmischen Formeln
beruhen. Die Einfithrung der n-ten Wurzeln, beliebiger Potenzen und Logarithmen be-
ruht meistens auf dem so genannten Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen. Nun
haben die elementaren Funktionen eine die Giiltigkeit dieses Satzes garantierende Ei-
genschaft, welche etwas einfacher handhabbar ist als die Stetigkeit und welche vor al-
lem fiir die numerische Analysis von Bedeutung ist. Sie sind Lipschitz-stetig in allen
Intervallen ihres Definitionsbereichs. Auch geniigt es voriibergehend, sich auf monoto-
ne Funktionen dieser Art zu beschridnken. Das fithrt uns zu dem Begriff der schlichten
Funktion, einer sinngemé&flen Verallgemeinerung schlichter Folgen, die z.B. auch niitz-
lich ist fiir den Konvergenzssatz 8.5, einer Variante des BANACHschen Fixpunktsatzes
fiir Funktionen, die nicht notwendig Kontraktionen sind.

Natiirlich wird bei dieser Gelegenheit auch der fiir die hhere Analysis wesentliche Be-
griff der stetigen Funktion eingefiihrt. Schlichte Funktionen sind stetig und die Sétze
dieses Abschnitts bleiben richtig, wenn schlichte Funktion iiberall durch stetige Funk-
tion ersetzt wird - nur sind die Beweise dann weniger einfach. Auch lassen sich die
Exponential- und Logarithmenfunktion auf génzlich andere Weise ohne explizite Zwi-
schenwertargumente einfithren, nadmlich als spezielle Isomorphismen, siehe hierzu 10.5.
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7.1 Unendliche Reihen

Nach Formel (3) in 4.3 haben wir die Darstellung a.,, = 20 + 7aor +. . . + 2= fiir die n-te
kanonische Néherung der Dezimalzahl a = 2p,z125 - - -. Diese Summe liegt anschaulich

um so naher bei a, je grofler n ist. Daher stellt sich die Frage, ob man der Gleichung
0) a=z2+F+5+...

einen verniinftigen Sinn zu geben imstande ist. Dies ist in der Tat moglich. Bei dem Term
auf der rechten Seite von (0) handelt es sich namlich um eine spezielle unendliche Reihe.
Diese haben eine lange Tradition. Sie waren in der Mathematik schon vor Erfindung
des Differentialkalkiils aufgetreten und spielen auch heute eine wichtige Rolle, etwa bei
der Reihenentwicklung von Funktionen. Hier einige bekannte Beispiele:

(1) 1+3+i4+3+...

(2) 1+ +m+mt...
B) 1+5+g+3+...
4 3+3+3+ Tttt

=t
Mit diesen Reihen, die man meistens in der Form ag + a3 + ... oder ). a; schreibt b,
wurde lange Zeit recht unbefangen operiert. Aber erst der Satz von der oberen Grenze
liefert das geeignete Werkzeug zur Beherrschung dieser Reihen, und zwar geméf fol-
gender Idee: Statt einer vermeintlich unendlichen Summe ag 4 a; + . .. betrachtet man
die wohldefinierten Summen s, = ag + ... + a,, welche die Partialsummen der Reihe
heiBen. Die Folge (s,) ist offenbar monoton. Wenn sie nun iiberdies beschrinkt ist,
konvergiert sie gegen einen wohlbestimmten Grenzwert s. In diesem Falle heifit auch
die Reihe konvergent (andernfalls divergent), und man nennt s die Summe dieser Reihe,
symbolisch s = ag + a1 + ax + ..., oder kurz s =), a;.

Fiir die Reihe rechts in (0) ist s, = 20 + jor + ... + 3 = 20,2120 = G, Die
Partialsummenfolge (s,,) ist also mit der Nédherungsfolge (a ) identisch und konvergiert
damit gegen a. Der Term rechts in (0) erhélt so nicht nur einen wohldefinierten Sinn,
sondern dariiber hinaus trifft (0) auch zu. Damit entpuppt sich in unserem Aufbau
eine nichtabbrechende Dezimalzahl gewissermaflen nachtraglich als diejenige unendliche
Reihe, durch welche sie traditionsgemaf definiert wird.

Durch die angegebene Prézisierung eriibrigt sich auch die spekulative Frage nach einer
Summation unendlich vieler Reihenglieder, so dass eine vermeintliche Beantwortung in
diesem oder jenem Sinne das Geschehen in keiner Weise beeinflufit. An urspriingliche
Vorstellungen erinnert nur noch die traditionelle Notation ag + a1 + as + ... Allerdings
ist hierbei zu beachten, dass dieser Term, ebenso wie ) . a;, in doppelter Bedeutung
auftritt. Er bezeichnet nicht nur die Reihe selbst, genauer deren Partialsummenfolge,

Dauch Y i>0 @i oder Z;’io a;. Dabei heif3t a,, das n-te Glied oder der n-te Summand der Reihe. Falls
i einen anderen Definitionsbereich hat, z.B. {i € N | i > k}, ist dies klar zu kennzeichnen, z.B. durch
> i>n @i Die Laufvariable sei stets die unmittelbar neben dem } -Zeichen stehende.
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sondern im Falle der Konvergenz auch deren Grenzwert. Eine solche Doppeldeutigkeit
hat auch ihre guten Seiten; beabsichtigt oder nicht, zwingt sie zu erhthter Aufmerk-
samkeit. Von zahlreichen Konvergenzkriterien erwéhnen wir die folgenden:

1. >, a; konvergiert genau dann, wenn Zi>n a; = Qpy1 + Apao + ... flir beliebiges n
konvergiert, und im Falle der Konvergenz ist ), a; = > .., a; + >, a;. Der Beweis
ist so einfach, dass er génzlich dem Leser iiberlassen werden kann.

2. Mit ), a; ist auch ), ca; fiir beliebiges ¢ € D konvergent und es gilt >, ca; = ¢-) . a;.
Dies ergibt sich unmittelbar aus » . ca; = c- >, a; fiir alle n.

3. (Majorantenkriterium). Sind (a) Y. a; und (b) >, b; unendliche Reihen mit a; < b;
fiir alle @ — es heifit (b) dann eine Majorante fiir (a) — ist mit (b) auch (a) konvergent.
Denn sind s,, t,, die Partialsummen von (a) bzw. (b), so gilt s, < t,, so dass mit (t,)
auch (s,) beschriankt ist. Danach sind z.B. mit (2) auch (3) und (4) konvergent. Bei
(3) betrachte man die Reihe §; + 5 4 3 + ... fiir die (2) eine Majorante ist, so dass
mit (2) nach Kriterium 1 auch (3) konvergiert. (2) ist tatsichlich konvergent; sie hat
die Partialsumme s, = 2 — 2% wie man der Formel (4) in 6.2 leicht entnimmt. Daher
konvergiert (s,) gegen 2, d.h. Y. L = 2.

i 20
4. (Nullfolgenkriterium). Die Reihe ). a; konvergiert genau dann mit der Summe s,

wenn s, = ag + ... + a, < s fir alle n und wenn die Folge (r,) d_er so genannten
Restglieder r,, := s — s,, eine Nullfolge ist. Dies folgt unmittelbar aus Ubung 5.2.

Von den angegebenen Reihen ist nur die erste, die so genannte harmonische Reihe,
divergent. Thre Partialsummenfolge wéchst unbeschrénkt; ist ndmlich a > 0 vorgegeben,
so ist wegen 2! — 2071 = 271 fiir jedes n > 2a

1 1 1 1

Son= 1 + 5 + 51tz .ot ﬁ—i—...—FQ—n
> 1+ 1+ Z 44+ 2 = ln>a
2 2 22 2n 2 '

Die harmonische Reihe entgeht in gewissem Sinne sehr knapp der Konvergenz und
divergiert auerordentlich langsam, wovon man sich mit Hilfe eines programmierbaren
Taschenrechners leicht iiberzeugt. Z.B. ist immer noch s19999 < 10. Dieses Beispiel zeigt
auch, dass es fiir die Konvergenz von ) . a; i.a. nicht hinreicht, dass die Glieder a; selbst
eine Nullfolge bilden.

In Lichte der unendlichen Reihen wollen wir uns eine aus der Antike iiberlieferte Parado-
xie ndher ansehen, ndmlich den Wettlauf des Achilles mit der Schildkréte. Diese erhélt
einen Vorsprung von 100m. Achilles hat die Aufgabe, die Schildkrote bei gleichzeitigem
Start einzuholen. Die konstante Laufgeschwindigkeit des Achilles sei 100m in 10sec.
Die Schildkréte hingegen bewege sich mit einer konstanten Geschwindigkeit von 10m in
10sec, also 1m in einer Sekunde. Jedermann wird sagen, dass Achilles die Schildkréte
nach einem Durchlauf von wenig mehr als 110m eingeholt haben wird.

Nun wird aber gerade diese Banalitdt durch folgendes Gedankenexperiment proble-
matisiert. Nach Durchlauf von 100m ist die Schildkrote offenbar 10m weit gekommen;
nachdem Achilles diesen Standort erreicht hat, ist die Schildkréte 1m vorangekommen.
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Sobald Achilles diesen Ort erreicht hat, hat die Schildkréte abermals ein Stiickchen Bo-
den gutgemacht, und so ad infinitum. Jedesmal, wenn Achilles die Schildkréte scheinbar
erreicht hat, ist diese wieder ein (wenn auch allméhlich kleiner werdendes) Stiickchen
vorangekommen. Daher ist die Schildkrote anscheinend uneinholbar.

Das ist jedoch ein Trugschluss. Denn nach der (n+1)-ten Momentaufnahme des Gesche-

hens sind gerade t,, = 10+1+%+~ . '+# =11,111-- -1 Sekunden vergangen. Alle diese

Zeitpunkte liegen vor dem Zeitpunkt 11,111 -+, dem Grenzwert der Folge (¢,,). Nun ist
aber gerade dieser der Treffzeitpunkt 7. Denn bezeichnet s, den von Achilles bis zur
Treffzeit zuriickgelegten Weg, sowie sgp den Weg der Schildkréte einschlieSlich der Vor-
gabe, so erhélt man 7 auf bekannte Weise aus der Gleichung 107 = s4 = sg = 7+ 100
ZUT:%:fll,lll"'.

Das Paradoxe an dem geistreichen Gedankenexperiment der Griechen erklart sich also
allein daraus, dass eine Folge von Zeitpunkten ins Auge gefasst wird, die sdmtlich von
der tatsédchlichen Treffzeit 7 liegen, und die auch noch gegen diese konvergiert. Damit
erhdlt man dann auch eine Zerlegung des gesamten Zeitintervalls von der Start- bis zur
Treffzeit in die unendliche Reihe 10 + 1 + % + ﬁ + ...

Die hier auftretende Reihe 1+ 55 4 (55)* + ... ist, ebenso wie die Reihe (2), Spezialfall
der so genannten geometrischen Reihe

(B) Y, d=1+c+c+... (0<c<1).
Gleichung (4) in 4.3 besagt s, := 1+c+...4+c" = 11:‘(3:—”“ Wegen der hieraus unmittelbar

folgenden Abschiatzung s, < 1%C konvergiert die geometrische Reihe. Thr Grenzwert ist

. Um dies zu bestitigen, beachte man zunichst, dass (¢") nach Ubung 6.1 eine

1—c
Nullfolge ist, und damit sicher auch die Restgliedfolge <C;_+:> = (7= — Sn). Nach dem
Nullfolgenkriterium ist also in der Tat Y, ¢' = ﬁ Ferner ist fiir gegebene Werte b und

¢ < 1 auch Y, bc’ konvergent und es ist Y, bc’ = 2. Auch die Reihe Y, a;¢’ ist fiir
¢ < 1 konvergent, wenn nur die a; alle durch ein b € D beschrénkt sind. Es ist dann
>, bc" némlich eine Majorante. Speziell ist jede der unendlichen Reihen

(6) 2o+ +3+... (2<geN, zeN, z <gfirallei>0)

konvergent. Fiir ¢ = 10 ist dies ohnehin klar geméfl (0), sofern z; < 9 fiir unendlich
viele 4, d.h. falls zg,2; - - - 2, zuléssig ist. Falls fiir alle ¢ > m aber z; =9 (oder z; = g—1
im allgemeinen Falle), ist (6) eben auch konvergent. Falls g = 10 sieht man sehr leicht,
dass dann gerade 2,21 - -+ 2, + &, die Summe von (6) ist. Den Fall einer beliebigen
Grundzahl g > 2 betrachten wir im néchsten Abschnitt.

Dieses Ergebnis wirft neues Licht auf unsere Ausgangsposition, nach der reelle Zahlen
formal als Dezimalzahlen erkliart wurden; es verdeutlicht, dass wir von Anfang an statt
g = 10 eine beliebige andere Grundzahl ¢ > 2 hétten wéhlen konnen. Auch wird
vollkommen klar, dass wir z.B. 0,999 - - - nicht unbedingt als unzuléssig disqualifizieren
mussten, sondern mit 1 von Anfang an hétten identifizieren kénnen.
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Fiir die Reihe (3) gilt mit e =lim((1 + £)") (6.1), wie schon von EULER bemerkt,
() 1+5+5+3+...=

Die geméB (7) von EULER in [9] erstmals vorgenommene, auf 23 Dezimalen genaue
Berechnung von e liefert e = 2,71828 18284 59045 23536 068 - - - . Die Reihe (7) ist in der
Tat sehr geeignet fiir die numerische Berechnung von e mit vorgeschriebener Stellenzahl.
Denn sei s =), kl, und sn : Z k<n - Dann ergibt sich fiir die Summe der , Restreihe®

Tpi=58—S5, = F+ (n+2), + ... fiir n > 1 die Abschétzung

(n—kl)

_ 1
Tn = (n+1)' I+ n+2 + oem T '>

1 1 _ 15

Einfaches Ausrechnen ergibt z.B. ri3 < 1 4, < 2¢e11. Also glbt bereits die Partialsumme
s13 von (7) die EULERsche Zahl e auf mindestens 10 Kommastellen genau an.

<

Es folgt nun der Beweis von (7). In 6.1 wurde fiir e, = (1+ )" bereits die Ungleichung

en < S (= Dpen ) gezeigt. Also e < s = Y, . Es geniigt also nachzuweisen, dass
q n'(nfl)n.,-(nfk«#l)

(s — e,) eine Nullfolge ist. Sei [}] := . Dann gilt fiir 1 < k < n aufgrund
von 1> [}] > ("72—:1)]“ = (1—=1)% und der Ungleichung (11) in 2.4 offenbar
1—[2]<1—(1—%)’f§k-%:%k(k:— 1).

Weil (}) = w und e, =3, (W) =1+ Zz_l[ ]k,, folgt somit fiir n > 2

s—en =2l =D+ Xemem < %EL = 1)|
< %(me wt Zkzn m) =

Damit ist (s —e,) in der Tat Nullfolge und e = 3~ - ist bewiesen. Es gelten nun sogar

(el) e—e, <

5 (62) e—en> gis,

Ubung 3. Die Ungleichung (e2) verursacht ein iiberaus triges Konvergenzverhalten der
strikt wachsenden Folge (e,). Wihrend z.B. bereits e — Y7, s+ < &5, ist nach (e2)
immer noch e — ejgggo0 > €5, also wird e von eqggggo bis hochstens zur 4. Dezimalen

genau approximiert. Eine leichte Umformung von (el),(e2) liefert die Ungleichungen
(e3) e

Dies ergibt unter Verwendung der (ausreichenden) Naherung 2,71828 fiir e das mit den
angegebenen Ziffern genaue Ergebnis ej09000 = (1 + 160000 _ = 2,71826 -

2n+1
2n+2°

2n+1 <ép<e

100000)

Wir haben hier die Irrationalzahl e benutzt, um eine Abschétzung iiber e;gs zu gewin-
nen. Tatséchlich ist es ohne theoretische Vorbereitung einfacher, e mit hoher Genau-
igkeit zu berechnen als die scheinbar harmlose, abbrechende Dezimalzahl e;p5 mit ihren
500 000 Dezimalen (deren letzte eine 1 ist). Fiir ¢, := e folgt aus (e3)

- 2n+1

1
(ed) 0<en—tn < Grm@mg <
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Ein noch besserer Approximationsterm der Grofenordnung -5 wird nach [31] gegeben

durch den Term ¢, := f;;jfle. Fiir diesen gilt sogar 0 < t, — e, < 10%, so dass ejgs
durch t;95 auf mindestens 15 Dezimalen genau angegeben wird.
Reihe (4) hat die Summe 1. Denn nach Ubung 6.4 ist hio = icn h—+1 + +-. Das ergibt

weil h,, > 2" und ( —) daher Nullfolge ist. (4) ist der Sonderfall von (8) mit hg = 1
und hat deshalb dle ‘Summe 1. Setzt man LEONARDOS Algorlthmus aus 6.3 auf ein
1 1 1
r <1 an, so erhdlt man nach (4) in 6.3 7 — 3>, 5 < - < g, wasinr =3, s
resultiert. Das ergibt fiir beliebiges a € D, wegen r := a — Int a < 1 eine Darstellung

Dabei steht in der Nebenbedingung das =-Zeichen ab einer gewissen Stelle n genau
dann, wenn r, oder gleichwertig a, rational ist. Denn sei etwa ¢;11 = g;(¢; + 1) fiir alle
i > n. Dann liefert (9) nach (8) mit hy = g, offenbar >, gi}f'l = ﬁ und a ist damit
rational. Sei umgekehrt a rational. Dann liefert die nach (8) mogliche Entwicklung des
letzten Gliedes —+ der LEONARDOschen Stammbruchdarstellung von a — Int @ in eine

unendliche Reihe auch eine die genannte Bedingung erfiillende Stammbruchreihe.

Zusammengefasst: jedes a € D, hat (genau) eine Darstellung (9); dabei steht in der
Nebenbedingung ab einer gewissen Stelle das =-Zeichen genau dann, wenn a rational
ist. Bei irrationalem r ist also g;+1 > gi(g; +1) fir unendlich viele 7. Eindeutigkeit ergibt
sich dhnlich wie in Ubung 6.5. (9) heifit auch die SYLVESTERsche Entwicklung von a.

7.2 Der Zwischenwertsatz und erste Anwendungen

Die Losbarkeit der Gleichung 2™ = a lauft auf die Frage hinaus, ob die Funktion x — 2"
den vorgegebenen Wert a annimmt. Diese ldsst sich z.B. mit dem Hinweis auf den
Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen positiv beantworten. Nun kann man hier auch
einen etwas einfacheren Begriff verwenden, der vor allem fiir die numerische Analysis
bedeutsam ist, die intervallweise definierte Lipschitz-Stetigkeit, siehe auch 8.4. Die
elementaren Funktionen sind alle Lipschitz-stetig in geeignet gewéhlten Intervallen ihres
Definitionsbereichs, ein bedeutender Vorteil fiir ihre numerische Berechnung. Auflerdem
geniigt es fiir unsere Zwecke, sich auf monoton wachsende Funktionen dieser Art zu
beschrinken. Das fiihrt zu folgender Definition, wobei fiir u,v € D mit u < v das
Intervall {x € D | u < z < v} wie iiblich mit [u, v] bezeichnet wird.

Definition. Sei X C D. Eine Funktion f:X — D heile schlicht in [u,v], wenn f
monoton wichst und ein C' € D existiert, so dass fiir alle h mit z,z + h € X N [u, v]

(10)  flz+h) = flz) < hC,

d.h. wenn f dort Lipschitz-stetig ist. f heifle schlicht schlechthin, wenn je zwei Punkte
des Definitionsbereichs von f einem Intervall angehoren, in welchem f schlicht ist.
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Man beachte, dass f nicht in ganz [u, v| definiert sein muss, auch nicht an den Intervall-
grenzen. In den Anwendungen wird meist X = D, [E, Q oder ein bestimmtes Intervall
hiervon sein. Um z.B. eine auf E iiberall definierte Funktion als schlicht (schlechthin)
nachzuweisen, geniigt es, die Schlichtheit in jedem Intervall [0, n] zu bestétigen.

(10) ist offenbar gleichwertig mit |fy — fz| < Cly — z| fur alle z,y € X N [u, v]. Setzt
man Af := f(z + ar) — f(z) mit ar := h, so ldsst sich (10) fiir az # 0 auch notieren
als % < (. Schlichtheit umfasst also die Beschrénktheit der Differenzenquotienten %
im gesamten Intervall [u, v]. Es ist anschaulich klar, dass diese fiir f:2z — 22 in jedem

Intervall beschréinkt sind. In der Tat, fiir z,2 + h € [u,v] ist wegen 2 + 2 <z +h < v
f(x+h)— f(z) = (x+h)?—2?=2h(z+24) < 2hv = Ch, mit C = 2v.

Ferner ist fiir eine auf X definierte, in I = [u, v] schlichte Funktion f mit jeder schlichten
Folge (z,,) aus X N[ auch (fx,) schlicht. Mehr noch, falls lim(x,) € X, gilt

(11)  lm(fay) = f§ (€ :=lim(zy)).
Denn mit (£ —x,,) ist (C'(§ —x,,)) und daher sicher auch (f¢ — fz,) eine Nullfolge. (11)
besagt, dass f im Punkte £ linksseitig stetig ist. f ist in £ auch stetig schlechthin, und
sogar gleichméfig stetig in I, was hier nur erwahnt sei. Dabei heifit f: X — D stetig im
Punkte ¢ € X, wenn (11) fiir jede konvergente Folge (x,) aus X erfiillt ist.

Bedingung (10) muss nicht fiir alle h gepriift werden. Es geniigt, sich auf h-Werte < 1
zu beschrianken. Denn jedes Intervall I ldsst sich in endlich viele Teilintervalle (mit
gemeinsamen Randpunkten) zerlegen, die eine Linge < 1 haben, und die Schlichtheit
in jedem dieser Teilintervalle impliziert offenbar die in /. Es geniigt auch, (10) nur fiir
die Werte h = ¢,, zu verifizieren, was héufig erheblich einfacher ist.

Satz 7.1 (Zwischenwertsatz). FEs sei f eine im gesamten Intervall [u,v] C D defi-
nierte und dort schlichte reelle Funktion, sowie fu < fv. Dann nimmt f jeden Wert ¢
mit fu < c < fv an; kurz, die Gleichung fxr = ¢ hat mindestens eine Lisung.

Beweis. Sei U die gewiss beschriankte nichtleere Menge {z € [u,v] | fo < ¢} und sei
s = supU. Sicher ist u < s < v. Wir behaupten, fs = c¢. Geméfl Voraussetzung gibt
es ein C, so dass =,z + ¢, € [u,v] = f(x+¢e,) — fr < Ce,. Angenommen fs < c.
Dann ist notwendig s < v, und es gibt ein n mit s + ¢, < v und Ce, + fs < ¢. Also ist
f(s+¢e,) <Cep+ fs < ¢, und damit s + ¢, € U, im Widerspruch zu s = supU. Sei
nun fs > ¢ angenommen, so dass sicher u < s, und sei ¢, so gewahlt, dass u +¢, < s
und Ce, < fs—c. Fir a =s — ¢, (> u) ergibt sich dann

fs—f(s—en) = flat+e,) — fa<Ce, < fs—c,

also ¢ < f(s —¢,). Sei x € U, mit s —e, < z. Dann ist ¢ < f(s —¢e,) < fo, wasx € U
widerspricht. Also verbleibt in der Tat nur die Moglichkeit fs =c. =

Es ist einfach nachzuweisen, dass Summe und Produkt schlichter Funktionen (mit dem-
selben Definitionsbereich) wieder schlicht sind. Deswegen sind z.B. alle Funktionen
x — ag + a1x + ...+ ap,x™ schlicht. Satz 7.1 ergibt ferner: Ist f:ID — I schlicht,
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strikt wachsend und unbeschréankt, so gibt es zu jedem y > f0 genau ein x € D mit
fxr =y. Zum Beispiel erfiillt z — axz fiir jedes a > 0 diese Bedingungen, womit noch-
mals die Existenz des Quotienten bewiesen wurde (dessen Existenz wird im Beweis von
Satz 7.1 nicht benétigt!). Aber auch x — ™ erfillt fiir jedes n > 1 die genannten
Bedingungen. Nach Satz 7.1 hat also 2" = ¢ fiir jedes reelle ¢ > 0 genau eine Losung.
Es ist dies die mit {/c bezeichnete n-te Wurzel aus ¢, fiir n = 2 auch Quadratwurzel aus
¢ genannt. Die Funktion x — ¥z ist demnach gerade die Umkehrfunktion von x +— z".

Aus den in Abschnitt 2 genannten Regeln der Potenzrechnung mit Exponenten aus N
ergeben sich leicht die drei wichtigsten Gesetze der Wurzelrechnung, némlich

Ri: Vab={/a- Vb ; Ry: (a)"=a™ : Ry: a<b & Ya< Vb
Zum Beweis von R; beachte man ({/a-¥/b)" = (/a)"-(/b)" = ab. Also 16st {/a- /b die
Gleichung ™ = ab, woraus wegen der Eindeutigkeit der Losung R; folgt. Ry ergibt sich
aus ((/a)™)™ = ((/a)™)™ = a™ durch beidseitiges Ziehen der n-ten Wurzel. Schlielich
ist R3 eine Folge des strikten Wachstums von = + 2". Denn eine in ihrem Definitions-

bereich X strikt wachsende Funktion f bildet X bijektiv auf ihren Wertebereich Y ab,
und die Umkehrfunktion f=':Y — X ist stets wieder strikt wachsend.

Auch zeigt man leicht: Ist f schlicht in I und % > D fiir ein D > 0 (d.h. werden die
% nicht zu klein), ist auch f~! im Bildintervall von f schlicht, mit der Konstanten %.
Fir f:x — 22 z.B. ist % = 2z > 2u mit x € [u,v]. Also ist f~':z +— /7 schlicht in

jedem Intervall [u/,v'] (= [fu, fv]), mit der Konstanten 2\}5 =5 (u>0).

Sei nun f eine zunédchst nur auf E definierte schlichte Funktion mit Werten aus . Ist
a € D, so ist mit {(a,) offenbar auch (fa,) wieder eine schlichte Folge, hat also einen
wohlbestimmten Grenzwert lim (fa ). Schon in Ubung 3.5 wurde die durch

(12) fa =1lim{fa,) (=sup{fa,|n¢cN})

auf ganz D erklirte Funktion die natirliche Fortsetzung von f genannt. Der folgen-
de iiberaus niitzliche Satz zeigt, dass durch natiirliche Fortsetzung von f auch dann
keine anderen Funktionswerte entstehen, falls f von vornherein schon einen grofieren
Definitionsbereich X O E besitzt (etwa X = Q), solange f dort monoton wichst.

Satz 7.2. Sei f:E — D schlicht. Dann ist auch die natiirliche Fortsetzung f schlicht
auf ganz . Dariber hinaus ist f die einzige monotone Fortsetzung von f auf ganz D.

Beweis. [ ist wachsende Fortsetzung von f nach Ubung 3.5. Sei nun f irgendeine
wachsende Fortsetzung von f auf D. Wir zeigen zuerst, f ist schlicht in [0,n]. Sei
a < b <n. Man wihle ¢,V € EN[0,n] so, dass ' < a, b <V und a —a’,b/ — b < 552
Dannist /¥ —a' =0 —b+b—a+a—a <2(b—a),und fbt/ — fa' < C(V — a') ergibt

fo—fa< ft/ — fa' = fb/ — fa' < CW —d') <2C(b—a).

Daher ist fN schlicht in [0, n], fiir alle n. Folglich gilt fa =1lim(fa,,) gemiB (11). Also ist
fa=1lim(fa,) =lim(fa,) = fa nach (12), fiir alle « € D. Damit ist die Eindeutigkeit
einer monotonen Fortsetzung von f und zugleich deren Schlichtheit gezeigt. m
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7.3 Potenzrechnung und Exponentialfunktion

Bisher kennen wir lediglich die Potenz " (b € D) als n-fach wiederholte Multiplikation.
Nun pflegt man /b auch in der Form bn zu schreiben, also z.B. 23 fiir v/2. Wie kommt
man zu dieser Schreibweise? Die Antwort ist einfach: will man, dass auch nur einige der
unten aufgelisteteten Potenzregeln fiir andere Exponenten als nur natiirliche Zahlen
giiltig bleiben, dann wird die Gleichung bn = /b schlichtweg erzwungen. Denn

1y 41
b=bl=bi=b % =pu-... b= (be)",

also br = {/b. Dabei haben wir lediglich die Minimalforderungen P! und PT unten
benutzt. Diese implizieren dariiber hinaus b7 = b - ... - bn = ({‘/Z_))m = b,
N—

m

Das bedeutet aber noch nicht, dass die Erklarung b% = ¥/b™ legal ist; denn dazu muss
b = ba fiir ™ = L gesichert sein. Bevor wir darauf eingehen, formulieren wir zuerst die
Potenzgesetze, jetzt aber gleich fiir beliebige Exponenten x,y € D mit einer beliebigen
positiven reellen Basis b. Wir betrachten diese Gesetze oder wenigstens einige davon
zunéchst nur als Forderungen, die an eine sinnvolle Verallgemeinerung der Potenz zu
stellen sind. Dass sich diese sogar alle erfiillen lassen, und zwar auf genau eine Weise,
wird in Satz 7.4 bewiesen. Fiir Exponenten aus N gelten alle diese Regeln nach 2.3.

Regeln der allgemeinen Potenzrechnung
PL: bt =0, Pt v*tY =" . 1Y, P b > 1 flir b> 1,
Pi: 1=1, P*: v*¥ = ("), Py 0" <1fiirb <1,
PO =1, Py: (a-b)*=a"-0", P<:z<y=0b"<b/ (b>1).

In der linken Spalte stehen Randbedingungen, in der Mitte Gleichungen, und rechts
Monotoniebedingungen. Stets ist b” # 0, weil " - ()® = 1 nach P, und P;.

Zwischen obigen Regeln bestehen zahlreiche Abhéngigkeiten. Zum Beispiel folgt Py
sofort aus P>; und P<;. Diese aus besonderem Grunde hervorgehobenen Regeln sind
unter Beachtung von P*, P* und der aus b"(3)* = 1 folgenden Gleichung (3)” = 7 nur
Spezialfille von P<. Auch folgt P° leicht aus P!,P™. Denn b = b'™0 = b* - p° = b - 1°,
also b° = 1. Aus den angegebenen folgen leicht einige weitere Regeln, insbesondere

Pr: b v=0 (z>y), P.: (9"=%, Po:a<b= a"<b® (z#0),

Po:a*"=0" = a=b (x#0), P=:0"=0 = z=y (b#1).

P~ folgt aus b*¥b* = b* gemiB PT, und &hnlich folgt P.. Zum Beweis von P_ sei
0 < a < b. Dann gibt es ein ¢ > 1 mit ac = b. Also a”c* = b* und damit a* < b*, denn
¢ > 1 fir x # 0 gemal P< und P;. Fiir b < 1 ist x — b” strikt fallend, weil ndmlich

(%)m = b%, und weil x — (%)I nach P< strikt wichst.
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In Satz 7.4 wird die bemerkenswerte und keineswegs offensichtliche Tatsache bewiesen,
dass alle erwiihnten Potenzgesetze schon eine Folge sind aus P!, P P, P<;. Diese vier
Gesetze seien daher die Basisregeln der Potenzrechnung genannt.

Bemerkung 1. Aus den Basisregeln folgt unmittelbar nur, dass f:x +— b fiir b > 1

monoton wichst: Sei z < y, also x + ¢ = y fiir ein gewisses t. Es ist 1 < b* gemifl Psy,

also b* < b* - b = bY. Erst Satz 7.4 wird zeigen, dass die Basisregeln auch das strikte
1

Wachstum von f implizieren. Analoges gilt auch fiir z — 5 im Falle b < 1, wegen P<;.

Bemerkung 2. Aus obigen Ausfiihrungen folgt, dass sich der Beweis aller erwéhnten
Potenzgesetze aus den Basisregeln auf den Nachweis von P*, P, und P< reduziert.

Wir hatten anfénglich schon erkannt, dass a” fiir 7 = ™ € QQ auf hochstens eine Weise
sinnvoll erkldrt werden kann. Nun steht auch einer Definition von a” als a™ auch
insofern nichts im Wege, als diese nicht von der Darstellung von r abhéngt. Denn fiir
B = § ist mqg = np. Die Potenzgesetze in 2.3 und Ry ergeben dann

Y = § = i = Y =3y = {f ey =

Erst diese Betrachtungen rechtfertigen die folgende

Definition. Fiira € Dund r =2 € Q sei a” = {/a™.

Demnach ist z.B. 202 = 215 = 25 = /2 = 1,148 - - - . Mit ausreichender Geduld lassen
sich mittels Ry — R3 alle anféanglich aufgelisteten Potenzgesetze fiir rationale Exponenten
nachrechnen. Doch verwenden wir in Satz 7.3 eine “Uberlegung, die uns — bis auf
den Nachweis von PT — jede Rechenarbeit erspart. In diesem Satz bezeichnen r, s aus-
schliefllich Elemente aus Q. Wir benotigen dort auflerdem

(13) (1+a)™ <1+ ae,.

Nach der BERNOULLIschen Ungleichung ist nimlich 1 +a = 1+ 10"ag,, < (1 +ag,)'"".
Hieraus folgt (13) durch Ziehen der 10™-ten Wurzel auf beiden Seiten.

Satz 7.3. Zu jeder positiven reellen Zahl b gibt es genau eine Funktion f:Q — D mat
den Figenschaften

Pl: fl=0b PY: fr+s)=f(r)-f(s),
ndamlich fy:r — b" mit dem Definitionsbereich Q. Dartiber hinaus erfillen die Funk-

tionen f, alle weiteren Potenzgesetze. SchliefSlich ist f, fir b > 1 schlicht und strikt
wachsend; firb <1 hat die Funktion % diese Eigenschaften.

Beweis. f erfiille P!, P*. Dann ist, wie zu Beginn dieses Teilabschnitts schon festge-
stellt wurde, notwendigerweise [ = /b, Denn man hitte dort doch nur iiberall fr
statt b" zu schreiben brauchen. Folglich ist f = f,, und die Eindeutigkeit ist gezeigt.
Gewiss gilt P! fiir f,. Sei nun r =2 5= % Dann folgt P* mit Ry, Ry wie folgt:

s = bt = 0 = Vot = o ok = o V=
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Auch folgt P< unmittelbar aus R3. Aufgrund von Bemerkung 2 verbleiben daher nur die
Beweise von P, und P*. Seien a,b > 0. Man betrachte f:7 + (ab)” und g:7 + a” - b".
Beide Funktionen erfiillen offenbar P!, mit dem Wert ab an der Stelle = 1. Sie erfiillen
auch PT. Fiir f ist das klar, und nur fiir ¢ muss dies wirklich verifiziert werden:

g(r+s)=a"* -0 =a"a’t"b* = a"b"a’b* = g(r) - g(s).

Nach der bereits bewiesenen Eindeutigkeitsaussage ist also notwendigerweise f = g
und P ist bewiesen. Voéllig analog zeigt man P* durch Vergleich von f:s — (b")® und
g:s— b fiir festes r € Q, die bei s = 1 beide den Wert 0" haben.

Schlichtheit folgt, wenn f, nur in jedem Intervall [0, k] schlicht ist. Sei b = 1+ a fiir ein
a>0,also b —1=(14a) —1 < ag, geméB (13). Fiir r € Q N [0, k| ist dann

e b = bl — b = b6 — 1)
b ae,,
Vrbe, = V*le, (wegen r < kund a < b).

ANRVANI

Folglich ist f, schlicht in [0, k]. Striktes Wachstum gilt wegen P<. Die Behauptung im

Falle b < 1 folgt wegen bir = (%)T in ganz entsprechender Weise. =

Dieser Satz besagt zugleich, dass fiir rationale Exponenten alle Potenzregeln schon aus
P! und P* folgen, d.h. werden P!, P* von f:Q — D erfiillt, so erfiillt f notwendigerweise
auch alle iibrigen Potenzgesetze.

Sei b > 0 eine beliebige reelle Zahl. Wir werden nun b* auch fiir irrationale x erkléren,
und zwar einfach durch natiirliche Fortsetzung. Nach der Eindeutigkeitsaussage von
Satz 7.5 ist diese Art der Erkldrung ohnehin die einzige, welche die Giiltigkeit aller Po-
tenzgesetze, ja nur der Basisregeln, fiir beliebige Exponenten zu sichern imstande wére.
Etwas genauer, wir erklaren die Funktion x +— 0" fiir beliebige x > 0 durch natiirliche
Fortsetzung der entsprechenden, auf E eingeschrinkten Funktion. Man benotigt dafiir
nur die Werte von b" fiir r € E, obwohl dieser Ausdruck fiir alle rationalen Exponenten
eigentlich schon festgelegt wurde. Sie umfasst sozusagen noch einmal alle rationalen
Exponenten ™, die nicht zu E gehoren. Nach einer Bemerkung vor Satz 7.2 folgt aber
die Ubereinstimmung von a» mit /a™ auch fiir = ¢ E. Man beachte, auch die automa-
tischen Rechner bestimmen b* ndherungsweise durch die Berechnung von 6% mit einer
durch den Rechner gegebenen Stellenzahl n solange sie numerisch rechnen, unabhéngig
davon ob z rational ist oder nicht. Sie miissen b" nur fiir » € E berechnen kénnen.

Definition. Fiir b > 1 und z € D sei b* = lim(b*"). Fiir 0 < b < 1 sei b = =, mit
a:= % Ferner sei 0 = 0 fiir alle  # 0. Fiir b > 0 heiflit exp,: D — D mit exp,z = b*
die Ezxponentialfunktion mit der Basis b.

Die Definition liefert fiir den Fall € E (d.h. z = z,, fiir gewisses n) im Falle b > 1,
und wegen b = azl,n nach Satz 7.3 auch im Falle b < 1 nichts neues. Daher gilt b* = alz
fiir alle z € D. Also steht uns bereits folgender Spezialfall von P, zur Verfiigung:

(14) exp1 & = L fiir alle 7 € D.

expy T
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Weil ferner ¢:E +— D mit g = b* nach Satz 7.3 fiir b > 1 schlicht und strikt monoton
ist, erhalten wir nach Satz 7.2 dasselbe fiir deren natiirliche Fortsetzung exp,, also das

Korollar. exp, ist fiir b > 1 schlicht und strikt monoton; ebenso ﬁ firb < 1.

Die Funktionenschar exp, spielt in der Analysis eine fundamentale Rolle, wobei die Ex-
ponentialfunktion mit b = e aus mehreren Griinden besonders ausgezeichnet ist. Zum
Beispiel ist sie die einzige durch den Punkt (0;1) verlaufene differenzierbare Funktion,
die mit ihrer eigenen Ableitung iibereinstimmt. Man schreibt meist nur exp fiir exp,,
so dass also exp(z) = €”. Figur 2 gibt eine rdumliche Darstellung dieser Funktionen-
schar fiir Werte der Basis zwischen é =0,36--- und e = 2,71 --- einschlieflich, und
dem Variablenbereich 0 < x < 2. Es ist dies die auf der Flache von links vorn nach
rechts hinten gezeichnete Kurvenschar. Der rechte Rand des Fléchenstiicks zeigt gerade
exp. Fine maflstabgetreue Abbildung zeigt auch Figur 7 in 9.3, wo diese Funktion auf
beliebige reelle Argumente unter Einschluss negativer Exponenten erweitert wird. exp,
wéchst fiir b > 1 mit grofler werdendem x unbeschrinkt und nimmt jeden Wert > 1
genau einmal an. Sie fillt anderseits fiir b < 1 sehr schnell auf nahezu 0 ab, wie dies die
linke Randkurve des Flédchenstiicks verdeutlicht.

Fig. 2 Die Schar der Exponentialfunktionen exp, fir é <b<Le

Es geniigt, aus der Schar der Funktionen exp, nur eine, etwa exp, zu kennen; die anderen
kann man daraus leicht gewinnen. Denn offenbar ist

exp(cr) = e = (e°)” = b* = exp,y(z), mit b = e°.

Fiir vorgegebenes b > 1 ist also exp, fiir b > 1 durch exp gegeben; es ist nur das nach
dem Zwischenwertsatz existierende, eindeutig bestimmte ¢ mit b = e zu berechnen,
welches auch mit Inb bezeichnet wird, siehe 7.4. Dieser enge Zusammenhang ist der
Grund, warum einfach nur von der Exponentialfunktion gesprochen wird und womit in
der Regel exp gemeint ist. Wegen (12) ldsst sich auch die Exponentialfunktion mit einer
Basis < 1 durch eine rationale Operation gewinnen. Nach Einfithrung der negativen
Zahlen darf man auch schreiben exp 1 (x) = exp,(—), d.h. man wéhlt im Term exp(czx)
einfach ¢ = —1. Mit anderen Worten, x — e“* mit ¢ € R ist die allgemeine Form einer
Exponentialfunktion. Diese hat viele Darstellungsformen. Wir erwiahnen vor allem
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(15) e'=1+2+2 4.
(16) e” =lm((1+ %)),

wobei die erste fiir die Analysis besonders wichtig ist. Die unendliche Reihe rechts in
(15) ist Beispiel einer so genannten Potenzreihe und fiir jedes x konvergent; denn deren
Partialsummenfolge ist schlicht gemiB Ubung 6.3. Dort wurde auch die Folge rechts in
(16) als schlicht und damit konvergent erkannt.

Die Gleichung lim ((1 + %)) = 14 § + "’;—? + ... beweist man mittel der binomischen
Formel fast genau so, wie dies in 7.1 fiir den Fall x = 1 geschah. Es geniigt also,
(16) auf elementarem Wege zu beweisen, um auch (15) ohne Differentialkalkiil oder
Potenzreihentheorie zu erhalten, siche dazu Ubung 4. Jede der beiden Gleichungen (15)
und (16) erdffnet eine weitere Erklarungsmoglichkeit der Exponentialfunktion.

Mit einer bloflen Erkldrung von exp, oder 0" ist allerdings noch nicht viel gewonnen.
Worauf es vor allem ankommt ist der Nachweis der uneingeschréankten Giiltigkeit aller
Potenzgesetze. Wir werden diesen Nachweis nunmehr liickenlos erbringen und dariiber
hinaus beweisen, dass die Definition von b durch natiirliche Fortsetzung die einzige
Erklarungsmoglichkeit darstellt, um auch nur einige der Potenzgesetze — nédmlich die
Basisregeln — zu erhalten. Letzteres ist nicht nur eine an sich interessante Tatsache,
sondern sie wird uns helfen, ohne viel Rechnen auch die iibrigen Potenzgesetze nach-
zuweisen. Dass diese dann eine notwendige Folge der Basisregeln sind, ergibt sich ganz
nebenbei. Anders als in Satz 7.3 erscheinen in Satz 7.4 gewisse Ungleichungen. Wir
erwahnen, dass diese oder dquivalente Bedingungen (z.B. die Monotonie oder Stetig-
keit) fiir Satz 7.4 unverzichtbar sind. In Abschnitt 10 werden wir diesen Satz auf eine
ganz andere Weise erhalten, ndmlich als Nebenprodukt des Maflzahlensatzes.

Satz 7.4. Zu jedem b € D, gibt es eine und nur eine Funktion f:D — I mit den
Eigenschaften P>y : fx >1 fiirb>1 und P<y @ fo <1 firb <1, sowie

PL: f1 =0, Pt: flx+y) = f(x)- fly) fir alle z,y € D,
ndamlich f = exp,. Dariber hinaus erfillen die Funktionen exp, alle Potenzgesetze.

Beweis. Wir beweisen Eindeutigkeit zuerst und betrachten zunéchst den Fall b > 1.
f erfiille die genannten Voraussetzungen. Die Einschrénkung von f auf @Q geniigt den
Voraussetzungen von Satz 7.3. Also ist f(™) = bw. Auch ist diese Einschrinkung
schlicht, und dasselbe gilt natiirlich auch fiir die mit g bezeichnete Einschrankung von
f auf E. Weil die (gewthnliche) Monotonie von f nach Bemerkung 1 aus den Basisregeln
direkt folgt — und nur hier bendtigen wir die Eigenschaft P>; —ist f monoton, und somit
nach Satz 7.2 gerade die natiirliche Fortsetzung von g¢; kurzum, f = exp,. Damit ist
die Eindeutigkeit bewiesen und auch exp,(%) = b ist gezeigt. Dasselbe gilt im Falle

b < 1; denn exlpb, und gemédfl P<; auch %, sind monoton wachsende Fortsetzungen der

nach Satz 7.3 schlichten Funktion é, und damit identisch.

Es verbleibt der Nachweis, dass die exp, tatsichlich alle Potenzgesetze erfiillen. P! ist
klar. PT ergibt sich im Falle einer Basis b > 1 wie folgt:
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b* - oY =1lim(b*n) - lim (b¥") (Definition)
= lim (b~ - b¥n) (Spezialfall von Ubung 5.3)
= lim (b"~F¥-n) (Satz 7.3)
= p*tY (wegen (11) und weil 4+ y = lim(x,, + y..)).

Der Fall b < 1 ldsst sich auf den behandelten sofort zuriickfithren; denn ist a = %, SO
gilt b” = & nach (14), und weil a > 1, folgt b* - 0¥ = & - & = —L = p"tv.

a* a¥ a*ty

Nach Satz 7.3 gilt fiir die Einschrankung g von exp, auf E sicher gz > 1 fiir b > 1, und
gr < 1fiir b < 1, wenn immer x € E,. Dasselbe gilt dann offenbar auch fiir die natiirli-
che Fortsetzung von g. Damit erhalten wir nicht nur P>y, P<; sondern leicht auch P<.
Es verbleiben nach Bemerkung 2 also lediglich die Nachweise von P, und P*. Hierfiir
verwenden wir dhnlich wie in Satz 7.3 die schon bewiesene Eindeutigkeitsaussage. Fiir
Py betrachte man im Falle a,b > 1 oder a,b < 1 die Funktionen f:x — (ab)* und
g:x — a® - b® zuerst fiir a,b > 1. Sowohl f als auch g erfiillen sicher P! (mit ab fiir b).
Beide Funktionen erfiillen offenbar auch P*, sowie die Bedingungen P>, und P<;. Damit
folgt f = g, und Py ist fiir diesen Fall gezeigt. Die verbleibenden Fille a <1 < ab <b
und a < ab < 1 < b lassen sich auf den behandelten leicht zuriickfithren. Zum Beispiel
ist im ersten Fall nach dem Bewiesenen b* = (ab)”(1)” = (ab)"—%. In derselben Weise
zeigt man P* durch Betrachtung von f:z — (b¥)* und g: 2z — b¥*. =

7.4 Logarithmen

In der Vergangenheit war das logarithmische Rechnen, d.h. die Verwandlung von Mul-
tiplikationen und Divisionen in Additionen und Subtraktionen, eine der wesentlichen
Anwendungen der Logarithmen. Heute ist diese Art des Rechnens kaum noch iiblich.
Aber das Vorhandensein der Potenzen und Logarithmen auf Taschenrechnern deutet
darauf hin, dass sie unabhéngig davon ein breites Anwendungsspektrum haben. Das
rithrt vor allem daher, dass in Wissenschaft und Technik héufig Formeln verwendet
werden, die diese Funktionen explizit enthalten. Uns geht es hier weniger um eine Auf-
listung von Anwendungen, sondern um die Klarung des Begriffs selbst. Ein beliebtes
Verfahren ist z.B. die Einfithrung der logarithmischen Funktion In durch

Inz=[% (x> 0).
1

Das setzt natiirlich voraus, dass der Integralkalkiil voll entwickelt ist, weil aus dieser
Definition die Eigenschaften von In herzuleiten sind. Die wohl eleganteste Einfiihrung
von In ist ihre Definition als gewisser Isomorphismus von der multiplikativen Gruppe
der positiven Zahlen in die additive Gruppe der reellen Zahlen, siehe hierzu 10.6.

Nach den bisherigen Vorbereitungen kénnen wir indes die Logarithmusfunktion direkt
als Umkehrung der Exponentialfunktion erkldren. Fiir b > 1 ist exp, geméafl dem Korol-
lar in 7.3 schlicht, strikt monoton wachsend und unbeschrinkt. Nach dem Zwischen-
wertsatz existiert also zu jedem y > 1 genau ein x > 0 mit 0* = y. Ist aber 0 < b < 1,
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1
expy, T
Wert y < 1 genau einmal annimmt.

so hat = —

diese Eigenschaften. Daraus folgt offensichtlich, dass exp, jetzt jeden

Definition. Sei b > 1 und x > 1 oder aber b < 1 und x < 1. Dann sei log, z der
eindeutig bestimmte Wert y derart, dass b = z. Die Funktion x +— log, z heifit die
Logarithmusfunktion zur Basis b.

Fiir log,, schreibt man héufig lg (die BRiGGschen Logarithmen). Fiir log, schreibt man
meist 1d (logarithmus dualis). Im Falle b = e spricht man vom natirlichen Logarithmus
(logarithmus naturalis) und schreibt In oder log fiir log,. Man beachte, dass geméis
Definition stets log, 1 = 0, log, b = 1, und allgemeiner log;, " = n. Konkrete Zahlenwerte
sind z.B. In10 = 2,30258 - - - und logg 10 = lgis = 1,1073---. Man beachte, dass stets
log, a - log, b = log,(b) = 1 geméaf Ls unten. Figur 3 am Schluss veranschaulicht die
Funktion 1d, das aus dem Bild von exp, durch Spiegelung an der Achse z = y entsteht.
In 9 werden beide Funktionen erweitert. Dabei wird sich herausstellen, dass ldx fiir
0 <z < 1 in natiirlicher Weise nur als eine negative Zahl erklart werden kann.

Aus der Definitionsidentitit b'°%® = z ergeben sich mit Hilfe der Potenzgesetze einige
fiir das Rechnen mit Logarithmen mafigebliche Gleichungen, ndmlich

L, : log, zy = log, x + log, v,
Ly : log,z¥ =y - log, x,

. _ logyz ; _ _1
Ly« log, = = 1227 (insbesondere log, b = 10gba>'

Es folgt L; aus b'°& Y = gy = b8 ®.plossy — plogy 2+1oevy dqurch Vergleich der Exponenten,
und Ly aus bo80* = ¥ = (b8 2)¥ = pyloes @ Schlieflich ergibt sich L3 aus

blogbac — alogam — (blogl7 a)logax — blogba . logax_

Gleichung L; ist die Grundlage des logarithmischen Rechnens mittels einer Tafel. Um
gegebene Werte x,y zu multiplizieren, entnimmt man der Tafel die Werte log, x und
log, y, addiert diese und erhélt log, xy. Sodann liest man aus der Tafel den Wert = -y ab.
L, sorgt dafiir, dass Logarithmen nur in einem engeren Bereich tabuliert werden miissen,
etwa fiir Werte x mit 1 < x < 10 bei b = 10; denn jedes x > 10 lésst sich fiir geeignetes
2 als x = 2/ - 10" mit 1 < 2’ < 10 schreiben, was auf blofle Kommaverschiebung in x
hinauslduft. L3 schliefllich dient der Umrechnung der Logarithmen von einer Basis in

die andere. Gemif L3 ist z.B. lgax = ﬁ ‘lnx = ﬁ -Inz fiir alle x > 1.

Bei obigen Formeln und den Beweisen ist vorerst darauf zu achten, dass die Argumente
jeweils im Definitionsbereich von log, liegen, also z.B. x,y > 1 fiir eine Basis b > 1 in L;.
Das bedeutet natiirlich eine erhebliche Behinderung. Denn sobald ein Faktor < 1 ist,
wére man mit der Kunst des logarithmischen Multiplizierens am Ende, und die Wahl
einer Basis < 1 schafft entsprechende Probleme mit Faktoren > 1. Hier also tritt die
Notwendigkeit der Einbeziehung negativer Zahlen in den Kalkiil mit aller Deutlichkeit
hervor. Wiren diese nicht schon da gewesen, héitte man sie nun erfinden miissen. His-
torisch gesehen waren es in der Tat die Logarithmen, durch die alle Vorbehalte gegen
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negative Zahlen endgiiltig schwanden. Allerdings definierte man bis ins 19. Jahrhun-

dert hinein man negative Zahlen vorwiegend geometrisch und nur teilweise algebraisch,

aber im Grunde nur intuitiv. Deswegen ist die Ablehnung negativer Zahlen durch ViE-
A (1540 — 1603), der die ,,Buchstabenrechnung® erfand, durchaus verzeihlich.

Taschenrechner ermitteln log, = bekanntlich in Sekundenbruchteilen. Auch die Erfinder
der ersten Logarithmentafel haben weniger gerechnet als man zunéchst glaubt. Das
beruht wesentlich auf einer geschickten Basiswahl. In allen Féllen lag und liegt diese
auch in modernen Taschenrechnern in der Ndhe von e oder dem Reziproken (1; Sieht
man von Unerheblichkeiten ab, so hatte die erste Logarithmentafel von NAPIER im

Jahre 1614 die Basis (1 — t55oro05) 0% %%, welche néherungsweise = 2 ist, Ubung 6.2.
Fiir die Tafel von BURGI (1620) war sie (1 4 15555)"0% (= 2,71814--- gemiB (e4) in

7.1). Diese stimmt immerhin in den ersten drei Kommastellen mit e iiberein.

Die Basis b, := e1pn = (14 75:)'"" = (1 4+ ¢,)'%" ist fiir die Berechnung einer n-
stelligen Logarlthmentafel u.a. deswegen sehr geeignet, weil alog;,  nahezu gleich = Ax
ist fiir kleine Schrittweiten az von z, Ubung 5. Um diesen Vorteil fiir z = 1 etwas zu
erliutern, setze man xy, := (14¢,)%. Weil bfer = (1+4¢,)!" ke = 2, folgt log, xx = ke,
und die Schrittweite dieser Werte fiir £ = 0,1,2, ... ist gerade €,. Man erhélt so den
durch die Tabelle unten beschriebenen Anfang einer Logarithmentafel. Die Zahlenwerte
in Klammern entsprechen der Wahl n = 4, also denen einer 4-stelligen Tafel.

x (n=14 log, =  (log,, x)
1 (1,0000) 0 0
14e,  (1,0001) e (0,0001)
(142 (1, 0002)

2%,  (0,0002)
(1 +&,)100 (LOlOO) 100e,,  (0,0100)

(1+e,)™ (1,0141) | 141e, (0,0141)
(1+e,)"2 (1,0143) | 142¢, (0,0142)

Logarithmentafel zur Basis ejgn

Nun ist, wie aus den Zahlenwerten der Tafel ersichtlich, fiir kleine k die Schrittweite
Tpy1 — 2 des Arguments (oder Numerus) x auch nur €,. Denn x), = (1 + ¢,)" ist fiir
nicht zu groBe k nahezu gleich 1 + ke,,. Fiir k? < 10" ist x;, gleich 1 + ke, sogar bis auf
n Stellen genau. Denn fiir € := ¢, ist dann ke’ <1 fiir alle 4 > 1, und wir erhalten

(1+9 = (ke = ()24 ()2 4. (e S8 + 582 44 5

n!

<éelg4...+34)<ele—2)<e

So ist z.B. noch k4 < 1 fiir k£ < 100, also ist (1 +¢&4)'% = 1+ 100e4 in den Grenzen 4-
stelliger Genauigkeit. Dies gilt sogar noch fiir & = 141, denn (1+¢4)" = 1,0141991 - - -
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Erst ab & = 142 beginnt der Numerus beim Erstellen der Tafel von rechts nach links
allméhlich zu springen. Aufgrund dieser Verhéltnisse ist es bequemer, nicht den Loga-
rithmus auszurechnen, sondern man schreibt diesen schrittweise hin und berechnet den
zugehorigen Numerus, wobei sich in der angegebenen Weise und mit anderen Tricks
der Rechenaufwand ziemlich gering halten ldsst. Auch moderne Rechner gehen etwa in
dieser Weise vor; durch blitzschnelles Ausrechnen der Exponentialfunktion suchen sie
den der Eingabe am néchsten gelegenen Numerus.

Obige Tafel entspricht derjenigen von BURGI. NAPIERs Tafel hingegen kann (mit um-
gekehrtem Vorzeichen) ndherungsweise als eine solche zur Basis e angesehen werden,
weil logy = —log, z, 9.3. Es ist deshalb unerheblich, ob (1 + £)1%" oder (1 —¢g,)t"
die Berechnungsbasis einer n-stelligen Tafel darstellt. Beide Werte sind in den Grenzen
n-stelliger Genauigkeit reziprok zueinander; denn wegen P ist unter Beachtung der
Ungleichung (12) in 3.4

1> (1 +e) "1 - )" =1 - >1-10"2=1-—¢,.

n

Hat man keine Tafel oder Rechner zur Hand, hilft oft eine “Uberschlagsrechnung zur
Ermittlung des Logarithmus einer Zahl etwa bis auf etwa eine Stelle nach dem Komma.
Will man z.B. Ig2 ermitteln, gehe man aus von 2° < 103 < 2!, Das ergibt offenbar
9lg2 <3 < 101g2, also % log2 < 0,3 < lg2. Demzufolge ist

03<lg2<-03=3=0333---.

Sei k € N. Wir wollen die Anzahl /3k der Binérziffern von k abschétzen, siehe 1.2.
Dies ist wichtig fiir die Planung des Umfangs von Speicherzellen von Rechnern, die mit
vorgeschriebener, z.B. 10-stelliger Genauigkeit rechnen sollen. Setzt man m := Int ld k,
so folgt 2™ < 24k (= k) < 2™+ Weil nun 2™ genau m + 1 Binérziffern hat und 27!
kleinste natiirliche Zahl ist mit einer Binérziffer mehr, ergibt sich offenbar fok = m +1,
also ok = Intldk + 1. Alles eben Gesagte gilt nun ganz analog fiir jede Grundzahl
g > 2. Damit erhalten wir fiir die g-adische Lange von k die Formel

(17) gk =Intlog,k+1  (9>2, k>0).

Gesetzt, wir verfiigen im Moment iiber keine Rechenhilfsmittel und sind genétigt, die
bindre Linge ¢,10'0 iiberschlagsméBig zu ermitteln. Soviel Bitplitze benotigt man ge-
rade, um eine beliebige der 10 natiirlichen Zahlen < 10'°, wie sie in der Anzeige
eines Taschenrechners mit 10-stelligem Display erscheinen, intern zu speichern. Wegen
23 < 10 < 2% ist 3 < 1d 10 < 4. Das aber geniigt nicht, um ¢,10'° zu bestimmen, denn
dazu benétigen wir nach obiger Formel Intld10' = Int (10 - 1d10), also mindestens
eine Kommastelle von 1d 10. Diese ermitteln wir durch lineare Interpolation: Der Ver-
lauf von 1d zwischen den Punkten (8;3) und (16;4) unterscheidet sich nur wenig von
dem einer diese Punkte verbindenden Geraden g, der Interpolationsgeraden, Figur 3.
Eine elementare “Uberlegung zeigt, dass der Punkt (10;3,25) auf g liegt. 1d verlduft in
geringem Abstand oberhalb von ¢, so dass 1d10 ~ 3,3 angenommen werden kann. Es
ist £510'% = Int (10-1d 10) + 1 und dies ist gem#f Schitzung der Wert 10-3,3 + 1 = 34.
Tatséachlich ist 1d 10 = lgLQ = 3,32192 - - -, so dass diese Schitzung nahezu exakt ist.
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1d10 ~ 3,3 _ ¢
3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Fig. 8 Die Funktion 1d mit Interpolationsgerade durch (8;3) und (16:4).

> X

Wir haben hier stillschweigend benutzt, dass 1d konvez ist, d.h. ist 1 < a <z < b
und h die Interpolationsgerade durch die Punkte (a;lda), (b;1db), so ist hz < ldz. Es
geniigt, dies fiir In nachzuweisen (Ubung 6); denn dasselbe gilt dann fiir alle Funktionen
log, mit b > 1, weil log, x = ¢ - Inx mit ¢ = log, e. Die Beobachtung, dass ld auf dem
Bildschirm eines Rechners konvex erscheint, ist nur ein Hinweis, aber noch lange kein
Beweis!

7.5 Ubungen

. Seieg=1, ag=3, e, =(1+2), anzen(l—i—%) (n>0) und b, = e, (1 +

. Man zeige \/2-v/2-v2... =2, d.h. es ist zu zeigen, dass die (monotone) Folge

V2, as =V2V2, a3 =1/2 .. konvergiert und den Grenzwert 2 hat.

1)
Man beweise: (a,) konvergiert strikt fallend und (b,) strikt wachsend gegen e.

Dies verdeutlicht, wie empfindlich das Monotonieverhalten gewisser Folgen ist.

. Man beweise mit Hilfe von Ubung 2 die Ungleichungen (el) und (e2) in 7.1.

- Sei fpiz = (14 2)" und f:z ~— lim(f,z). Man beweise auf elementarem Wege

fx = e, womit zugleich (15) und (16) in 7.3 bewiesen sind. (15) ergibt insbeson-
dere 1 + x < e, oder gleichwertig, In(1 + x) < z, fiir alle z > 0.

. Man beweise (a) z — %2 < In(1 + z) fiir z < 1. Damit zeige man, fiir alle x > 1

und 0 < az < 1gilt (b) 0 < L —
der Groflenordnung aAx.

Alnzx Ax : Alnzx 1 : :
A < g,z Also ist S0F &~ -, mit einem Fehler

. Sei ¢ > 0. Man zeige (a) f.:x +— (14 £)* wichst monoton, oder gleichwertig,

— (1+cx)= fillt monoton. (b) In ist konvex. (c) Ist (a,) eine (fallende) Nullfolge

<1n(1+an)>

(an, # 0), so konvergiert wachsend gegen 1.

. Sei f die iiberall in D erklirte Funktion x — 2% (q > 0). Man zeige: f ist

a+x2

schlicht im Intervall [0,+/a], und x < fz < f(y/a) = v/a fiir alle x < /a.
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Abschnitt 8

Elementare Rechenverfahren

Dieser Abschnitt dient dem Versténdnis praktisch wichtiger numerischer Algorithmen.
Einige davon gehoren in ihrer Grundstruktur zur Hardware automatischer Rechner,
wie etwa der in 8.1 ausfiihrlich behandelte Divisionsalgorithmus, eines der wichtigsten
Rechenverfahren iiberhaupt. Bei seiner Ausfithrung muss nur addiert, subtrahiert und
multipliziert werden. Mit demselben Verfahren bewerkstelligen die Computer auch die
Umrechnung von einer Zahlendarstellung in die andere. Bekanntlich rechnen die meisten
Computer bindr. Um mit dem Nutzer kommunizieren zu kénnen, miissen sie imstande
sein, Zahldarstellungen in verschiedenen Systemen blitzschnell ineinander umzurech-
nen. Dies geschieht mittels des g-adischen Algorithmus, der nichts anderes ist als der
Divisionsalgorithmus mit speziellen Parameterwerten, sieche 8.2.

Eine elegante Verallgemeinerung des g-adischen Algorithmus ist der in 8.3 vorgestellte
CANTORsche Algorithmus, bei dem die g-adischen Darstellungen als Sonderfille eines
allgemeineren Darstellungskonzepts erscheinen. Diese Algorithmen sind Beispiele so ge-
nannter [terationsverfahren. Ein solches Verfahren ist grob dadurch gekennzeichnet,
dass die Ausgangswerte einer oder mehrerer gegebener Operationen zu Eingangwerten
derselben Operationen gemacht werden und die Schleife der wiederholten Anwendung
derselben Operationen erst dann verlassen wird, wenn gewisse Bedingungen erfiillt sind,
die bei jedem Durchlauf der Schleife vom Rechner zu testen sind. Auf diese Weise konnen
z.B. gewisse Irrationalzahlen wie v/2, 7 oder e heute problemlos und in kurzer Zeit auf
Millionen von Dezimalstellen berechnet, Gleichungen mit einer riesigen Anzahl von Un-
bekannten gelost und Differentialgleichungen nidherungsweise integriert werden, deren
praktische Losung frither hoffnungslos war.

Mit den komplizierteren Rechenverfahren befasst sich die numerische Analysis, die durch
die immer leistungsfihigeren Rechner zu einem faszinierenden Gebiet geworden ist.
Die Begleitung der Theorie durch das Experiment am Computer kann unvermutete
Sachverhalte offenbaren, auf die man sich allerdings erst dann wirklich verlassen kann,
wenn sie mathematisch bewiesen sind. Diese Bemerkung betrifft natiirlich auch andere
Disziplinen, darunter nicht nur solche von mathematischem Charakter.
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8.1 Der Divisionsalgorithmus

Es handelt sich hierbei um eines der grundlegenden Rechenverfahren, dessen Ausgangs-
objekte in der einfachsten Version zwei natiirliche Zahlen a und b sind, der Dividend
und der Divisor und dessen Ergebnis eine abbrechende oder auch eine nichtabbrechende
Dezimalzahl ug,uqus - - - ist, kurz notiert

a:b=uguiug---.

Wir werden rigoros beweisen, und zwar ohne jeden Riickgriff auf unendliche Reihen,
dass ug,uius - - - der Quotient ¥ ist, also § = ug,uyus - - - . Dies wird sogleich fiir beliebige
Operanden a, b € D nachgewiesen, mit der einzigen Einschrankung b # 0.

Fiir die Beschreibung des Algorithmus verwenden wir die Funktion Int. Mit ihrer Hilfe
lasst sich fiir gegebene a, b € D die grofite natiirliche Zahl n bestimmen, so dass nb < a.
Und zwar ist n = Int §; denn nb < a < (n + 1)b ergibt nach Division durch b die Un-
gleichung n < ¢ <n+1, also n = Int 7. Im Hinblick auf eine im néchsten Teilabschnitt
diskutierte Verallgemeinerung des Divisionsalgorithmus sei die Zahl 10 vorlaufig mit ¢
bezeichnet. In 8.2 wird in diesem Algorithmus die Grundzahl ¢ = 10 namlich durch
eine beliebige andere natiirliche Zahl > 2 ersetzt werden.

Das Schema des schriftlichen Divisionsalgorithmus ist bekanntlich das folgende:

a b = uguiug---
—bUO
7“0|'9
—bu1
ril-g

Das bedeutet im einzelnen: Zuerst wird die gréfite natiirliche Zahl uy bestimmt, so dass
gerade noch bug < a. Mit anderen Worten, vy = Int . Weil ¢ —Int ¢ < 1 fiir alle c € D,
ist 7o := a — bug = a — bInt § = b(§ — Int §) < b. Sodann wird die gréfite natiirliche
Zahl u; bestimmt mit bu; < rog. Weil 22 < 1, ist £° < g (= 10), also ist u; = Int 42
cine Ziffer. Analog werden 7 := gro — buy (< b), us (< g), r2 (< b) bestimmt, usw.
Formal lautet diese rekursive Definition der u,, und r, wie folgt, wobei die Reste r,, im
Ergebnis nicht erscheinen und nur eine Hilfsrolle spielen:

1) ug = Intg, ro = a— bug (: b(3 — Int %)),
Uppr = It B 1oy = 79 — buyg (: b(%e — Int WT"))
Das nach (1) berechnete u,1 ist tatséichlich Dezimalziffer, also u,,4+1 < g (= 10); denn
7o < bund ebenso ry, 1 = b(%4® — Int &) < b. Daher ist %+ < 1 fiir alle n, und folglich
Upyy = Int o < &0 = gln < g

Offenbar ist eine schriftliche Division von Hand nichts anderes als ein 6konomisch ge-
schriebenes Protokoll einer Berechnung geméafi den Rekursionsgleichungen (1).
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Es ist leicht zu erkennen, dass die Ziffernfolge (u;) des Ergebnisses effektiv bestimmt
werden kann, wenn die Ziffern von a schrittweise berechenbar sind und wenn der Divi-
sor eine endliche Dezimalzahl ist. Hingegen ergeben sich bei einem beliebigen Divisor
b unter Umstdnden gewisse praktische Probleme, weil dann die Int-Operation in (1)
moglicherweise nicht prézise genug ausgefiihrt werden kann. Schon um Int § zu bestim-
men, ist dasjenige n mit nb < a < (n + 1)b zu finden. Das gelingt im Falle a > b durch
schrittweise Subtraktion mit absoluter Sicherheit i.a. nur fiir abbrechende Operanden.
Inwieweit man in der Praxis mit abbrechenden Ndherungen von b (oder auch a) rechnen
darf, hangt natiirlich von der Aufgabenstellung ab. Dies alles ist jedoch fiir die Theorie
und den Beweis von Satz 8.1 unten vollig unerheblich.

Es seien nun a und b # 0 gegeben und ¢ = zy,2129---. Wir beweisen als erstes, dass
dieser Algorithmus genau die Ziffern von ¢ liefert. Damit wird iibrigens zugleich gezeigt,
dass das Ergebnis des Algorithmus stets eine zuléssige Dezimalzahl ist.

[SISEC )

Satz 8.1. Sei a : b = ug,uyus--- das Ergebnis des Divisionsalgorithmus angewandt

auf die Operanden a € D, b € Dy und sei § = 29,2122 - -+ . Dann ist u, = 2z, fiir alle n.

Beweis. Wir verifizieren induktiv iiber n die Gleichungen
(*) Up = 2n 3 Th = b- 0>Zn+1zn+2 tt

a __

b
Tozb'(%—Uo):b'(Zo,leQ"’—Zo):b'O,leg"'.

was die Behauptung des Satzes mit einschliefit. Gewiss ist ug = Int zo und daher

Sei (x) fiir n vorausgesetzt. Dann ist * = ¢ - 0,2,112n42 " * = Zn41,2n42%n43 - und

folglich u,,,1 = Int ngn = 2,41. Hieraus ergibt sich mit r, = b-0,2,412,12 -+ dann auch

Tnelt = Grn—b-Upp1 =0-9- 0,2 12040+ — b Uy
b<zn+1azn+22n+3 T un+1)
= b-0,2n122n43" - (wegen Upt1 = 2py1). W

Es ist klar, dass § = sup X mit X =2 € D | bx < a. Man bestétigt unschwer, dass der
Divisionsalgorithmus im Grunde nur eine Spezialisierung des Berechnungsverfahrens
der Ziffern von sup X geméf dem Beweis von Satz 3.2 darstellt. Z.B. ist vy = Int ¢
nichts anderes als die grofite natiirliche Zahl k, so dass gerade noch k£ < x fiir ein

x € X, ganz entsprechend der Definition von zy in Satz 3.2.

Der Divisionsalgorithmus kann auch in Gestalt eines so genannten Flussdiagramms ver-
anschaulicht werden (Figur 4), einer niitzlichen Vorstufe fiir dessen Programmierung auf
einem Taschenrechner oder in irgendeiner Programmiersprache. Ein entsprechend dem
Diagramm programmierter Rechner druckt die Ziffern von 7 = Uo,urug, - - - schrittweise
aus (PRINT-Operation). Er bricht die Rechnung ab, falls ¢ € E, also nur endlich viele
Ziffern zu bestimmen sind. Dies ist der Fall genau dann, wenn einer der Reste r,, und
damit alle nachfolgenden verschwinden, ebenso wie die Ziffern w1, tp12, . .. Alle nicht
durch INPUT belegten Variablen des Diagramms, ndmlich u, r, n haben anfanglich den
Wert 0. Die Variable g erhélt zu Beginn den Wert 10. Sie wurde nur zwecks Nutzung



64 ABSCHNITT 8. ELEMENTARE RECHENVERFAHREN

des Algorithmus fiir die g-adische Entwicklung als Parameter eingefiihrt.

| a;b;g -— INPUT &, U= Int% a=71g

PRINT wu;n

r.=a—>b-u

Y

Fig. 4 Flufdiagramm des Divisionsalgorithmus

Rechtecke symbolisieren Operationsschritte. bedeutet, dass der Variablen x der
jeweilige Werte des Terms ¢ zugewiesen wird, wobei  durchaus in ¢ vorkommen kann,
wie etwa in [n:=n + 1]. Das Diagramm enthilt die Testoperation [r =0 ?], d.h. es
ist die Frage ob r im jeweiligen Rechenschritt den Wert 0 hat mit ja oder nein zu
beantworten. Der Rechenfluss verzweigt sich entsprechend der Antwort. Im Verlaufe
der Rechnung erhalten die Variablen i.a. neue Werte. Der Ablauf der Rechnung geméf
diesem Flussdiagramm ist einfach zu verfolgen und entspricht offenbar vollkommen dem
Divisionsalgorithmus mit Abbruch der Rechnung, falls die Division ,aufgeht*.

Man iibersetzt das Diagramm sehr einfach in eine Programmiersprache (auch moder-
ner Taschenrechner), z.B. durch Benutzung einer DO...UNTIL. .. END-Struktur und
erhélt so bei umsichtiger Formulierung des Programms die Dezimalen des Quotienten
weit {iber die Stellenkapazitit des Rechners hinaus. Das Diagramm nutzt zur Bestim-
mung von Int # der Form nach die interne Rechnerdivision. Dies kénnte wegen der
Rundungsorganisation des Rechners zu Fehlern fiihren. Beriicksichtigt man, dass Int ¢
nichts anderes ist als der Quotient bei der so genannten Division mit Rest, kann die
besonders empfindliche Operation des Diagramms auch ohne Divisionen in
einer Schleife fortlaufender Subtraktionen mit hoher Prézision ausgefiihrt werden.

Nun lésst sich der Divisionsalgorithmus natiirlich auch so programmieren, dass das
Verfahren bei iiberfliissigen Rechnungen iiberhaupt abbricht. Uberfliissig wird weiteres
Rechnen nicht nur wenn ein Rest r gleich 0 wird, sondern auch dann, wenn einer der
Reste einem frither berechneten gleicht. Sei nédmlich r,., = r, fiir gewisse (minimal
gewéhlte) p, ¢. Dann ist auch ry4p1 = rgt1, Fgtpr2 = Tqr2 Usw. Parallel dazu ergibt sich
Ugipti = Ugyi fiir e = 1,2, ... Kurzum, der Rechenprozess ist in eine Periode eingetreten
und liefert die periodische Dezimalzahl wug,u; - - - ugUgi1 - Ugtp, mit der Periodenlénge
p. Es lésst sich durch eine auf der Hand liegende Erweiterung des obigen Diagramms
problemlos erreichen, dass der Programmablauf bei Eintritt in eine Periode beendet wird
und zwecks vollstédndiger Information zugleich die Periodenlédnge ausgedruckt wird.
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Periodizitat tritt nun offenbar immer ein, wenn die Operanden a, b natiirliche Zahlen
sind. Denn dann sind alle Reste r; natiirliche Zahlen < b. Daher ist entweder einer der
Reste 71, ..., r, (und damit alle nachfolgenden) gleich 0, oder aber alle diese Reste sind
von 0 verschieden und mindestens zwei dieser Reste sind identisch. Damit haben wir
nebenbei folgenden Satz bewiesen, der den Satz 6.2 gewissermaflen vervollstindigt:

Satz 8.2. Jede rationale Zahl 2 ist periodisch. Dabei gilt p+q < n und p <n, wobei
p die Periodenlinge, q der Periodenindex ist.

Den zweiten Teil des Satzes liefert ein einfaches Schubfach-Argument in der Betrachtung
der Restfolge 7o, 71, ... Ubrigens folgt aus dem ersten Teil des Satzes mittels Formel (1)
in Satz 6.2: Jede positive rationale Zahl r hat mit geeignetem m eine Darstellung

— m _ m
r= (10P—1)10¢ _ 99,00 (p > 0)-
NN~
P q
ceminl 1 76923 1 714285 .
Zum Beispiel sind 13 = gooess und 17 = gooses solche Darstellungen, und zwar die

kiirzesten dieser Art. Es folgt hieraus offenbar génzlich ohne Zahlentheorie, dass eine
zu 10 teilerfremde natiirliche Zahl Teiler ist von 107 — 1 fiir geeignetes p.

Wir illustrieren die Uberlegenheit der programmierten Division an folgendem

Beispiel. Sei a = 1,000009 und b = 17. Division auf einem Rechner mit 13-stelligem
Display liefert 1,000009 + 17 = 0,058824 058824 - - - . Man koénnte daher vermuten, dass
die Periodenldnge des Quotienten 6 betriagt. Die genaue Berechnung nach einem Pro-
gramm (oder eine Hobby-Rechnung von Hand) ergibt jedoch

100107009 = 0,0588240588235294117647

mit der beim Nenner 17 maximalen Periodenlédnge 16. Hierzu beachte man, dass die
Periodenlingen von r € Q und 7 (= 10"r) iibereinstimmen. Fiir 1252 ist diese aber
< 16 gemif Satz 8.2. Dass sie genau 16 ist, kann man mit etwas Zahlentheorie auch
im voraus bestimmen: 1000009 und 17 sind teilerfremd und p = 16 ist das kleinste p,

so dass 10”7 — 1 durch 17 teilbar ist; siehe hierzu Ubung 2.

Eine Bemerkung zur Bestimmung des Quotienten § fiir den Fall nichtabbrechender
Operanden a, b. Dieser kann jedenfalls dann (ndherungsweise) berechnet werden, wenn
a,b in dem Sinne berechenbar sind, dass durch ein Verfahren zu jedem n Nédherungen
an, by, € E mit |a — ayl, |b — b,| < &, effektiv bestimmt werden konnen, siche auch 8.4.
Es lasst sich dhnlich wie fiir Summe und Produkt unschwer ausrechnen, wie grof3 n sein
muss, damit |§ — —| < &m, Wobei &, die vorgeschriebene Genauigkeit sein soll. Aller-
dings handelt es sich hierbei nicht um die ziffernweise Berechenbarkeit. Denn ziffern-
weise Berechenbarkeit der Operanden iibertragt sich i.a. auf keine der arithmetischen
Operationen. Eine Zahl a kann im erwidhnten etwas allgemeineren Sinne berechenbar
sein, ohne dass einem konkreten Berechnungsverfahren auch nur eine Information iiber
den letztgiiltigen Wert von Int a entnommen werden kann, siehe 5.4. Dieses Phanomen
kann sehr storend sein bei Computerberechnungen mit empfindlichen Tests.
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8.2 Der g-adische Algorithmus

Wie in 1.2 schon erwéhnt wurde, hédtte man sich auch auch auf ein g-adisches Sys-
tem mit einer Grundzahl g # 10 einigen koénnen, und die Wahl g = 8 wére in vieler
Hinsicht sogar vorteilhafter gewesen. Unabhéngig davon haben Computer-Experten bei
komplexen Installationen und auch Nutzer (bei Anderungen der Konfiguration) haufig
Veranlassung, Zahlen verschiedener g-adischer Systeme ineinander umzurechnen. Das
betrifft vor allem die Grundzahlen g =2, ¢ =8, g = 10 und g = 16. Im Hexadezimal-
system (g = 16) benutzt man neben den zehn Dezimalziffern die Buchstaben A, ... F
zur Bezeichnung der sechs fehlenden Ziffern. Diese Umrechnungen sind so von einer
blolen Spielerei zu einer praktisch wichtigen Angelegenheit geworden.

Jede positive natiirliche Zahl k hat im g-adischen System eine eindeutige Darstellung
k=z00"+219""4+ ..+ 2190+ 2 = (2021 Zn)y (2 < g, 20 #0),

die der dezimalen Darstellung vollkommen entspricht, sieche 11.6. Wie man diese mit
dem g-adischen Divisionsalgorithmus schnell errechnet, sehen wir weiter unten. Zuvor
stellen wir die Frage, was entspricht den abbrechenden und nichtabbrechenden Dezi-
malzahlen im g-adischen System? Die Antwort ist im Prinzip einfach. Denn die in den
Abschnitten 3 - 5 entwickelte Theorie der Dezimalzahlen kann ohne jede Anderung auf
das g-adische System iibertragen werden. Summe und Produkt lassen sich in derselben
Weise definieren. Diese Bemerkung zeigt, dass nicht nur beziiglich der natiirlichen Zah-
len, sondern auch beziiglich der reellen Zahlen die Wahl von g = 10 nur die Wahl eines
bestimmten Koordinatensystems ist. Alle wesentlichen Dinge bleiben beziiglich einer
Transformation des Koordinatensystems invariant. Als Zugestdndnis an die Tradition
wollen wir jedoch an die Theorie der unendlichen Reihen ankniipfen und definieren g-
adische reelle Zahlen durch unendliche Reihen der Gestalt >, o = Zo+Z+55+... Dabei
seien die z; fiir ¢ > 0 Ziffern des g-adischen Systems, also natiirliche Zahlen < g. Auch
die natiirliche Zahl z, sei g-adisch dargestellt. Obige Reihe ist nach den allgemeinen
Ergebnissen in 7.1 konvergent und hat eine wohlbestimmte Summe a. Wir schreiben
nun zg,212s - - -g fir zo + %1 + ;—% + ... und nennen 2,212z - - -4 €ine g-adische Darstellung
(oder Entwicklung) von a. Fragen, die deren Eindeutigkeit betreffen, erértern wir am
Schluss. In jedem Falle gilt zg,2129 - -y — = 20,2122 g - §", Ubung 4.

Die erste sich hier erhebende Frage ist, ob nun auch jede positive reelle Zahl eine
g-adische Darstellung besitzt. Angesichts der Vorbemerkung iiber das , g-adische Ko-
ordinatensystem® ist dies zwar klar, doch wollen wir uns auf eine formale g-adische
Darstellung ja nicht berufen. Daher muss diese Darstellbarkeit bewiesen werden.

Die dazu erforderlichen Hilfsmittel stehen aber zur Verfiigung. Wir betrachten den Divi-
sionsalgorithmus mit folgender Anderung: g = 10 wird durch die Basis g des gewiihlten
g-adischen Systems ersetzt. a sei irgend eine zunéchst in Dezimaldarstellung gegebene
reelle Zahl und nunmehr sei von Beginn an b = 1. Sonst bleibt alles beim alten. Die
Formeln (1) zur Berechnung der Folgen w,, und r,, spezialisieren sich dann zu
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@ ug = Inta, ro = a-—up (=a—Inta);
Upt1 = Int(gry), ras1 = gra—tpy1 (= gr, —Intgr,).
Offenbar ist r, < 1 fiir alle n. Also gr, < g, so dass u,41 = Intgr, < gr, < g eine
g-adische Ziffer ist. Damit ist klar, dass der so genutzte Algorithmus, angewandt auf
a, nach Umrechnung der natiirlichen Zahl vy = Inta in das g-adische System eine
wohlbestimmte reelle Zahl up,ujug---g = >, Z— liefert. Wir werden nun gleich sehen,
dass dieses Ergebnis mit a identisch ist, also gerade eine g-adische Darstellung von a
liefert. Deshalb spricht man nunmehr vom g-adischen Algorithmus.

Satz 8.3. Sei ug,ujus---, das Ergebnis des g-adischen Algorithmus, angewandt auf

eine reelle Zahl a > 0. Dann ist a = ug,urts -4 (=, Z—)

Beweis. Zuerst beweisen wir durch Induktion iiber n die Formel
(*) a:U0+Z—%++Z—Z+;_Z

Fiir n = 0 heifit dies a = ug + 19, und dies gilt geméf der ersten Zeile von (2). Sei (x)
fiir n vorausgesetzt. Gemaf (2) ist gr, = upy1 + Tny1, also ;—2 = zZ—I} + ;Zﬂ. Daher
gilt (%) auch fiir n + 1, und folglich fiir alle n. Um nun die Richtigkeit von a = Z%
einzusehen, hat man sich nur davon zu iiberzeugen, dass <;—Z> eine Nullfolge ist. Das

aber ist klar; denn wie oben schon festgestellt wurde, ist r,, < 1, also ;—3 < gin. [ ]

Beispiel. Wir stellen 7 = 3,141592653589 --- Y mit dem 8-adischen Algorithmus
als Oktalzahl dar. Wegen der Piinktchen bei 7 kennen wir nur die ausgeschriebenen
Dezimalen von 8r¢, 871, ... genau; diese bleiben unveréndert, gleichgiiltig ob die néchste
Ziffer von 7 eine 0 oder eine 9 ist. Damit sind alle Vorkommaziffern von 8rq bis 8rjg
korrekt, und damit auch die angegebenen 11 Kommastellen des Ergebnisses.

3,141592653589 - - - = 3,11037552421 - - -
1,13274122871--- (= 8rg)

1,061929829--- (= 8r)

Die Umrechnung einer Dezimalzahl in das Oktalsystem ist sehr niitzlich als Zwischen-
stufe fiir ihre Umrechnung in das Binérsystem. Man braucht ndmlich deren oktale Dar-
stellung nur ziffernweise umzuschreiben, wobei den Ziffern 0,1,2,3,...,7 der Reihe
nach die Tripel 000,001, 010,011,...,111 von Binérziffern entsprechen, Ubung 3. Fiir
7 erhélt man deshalb ohne jede weitere Rechnung aus dem obigen Beispiel

T = 3,11037552421 - - - = 11,001 001 000011 111 101 101010 100010001 - - 5.

Damit erhélt man zugleich auch die Umrechnung einer Dezimalzahl in das Hexadezi-
malsystem. Jede Hexadezimalziffer 0,...,9, A, ... F entspricht ndmlich genau einem

Uz wurde inzwischen (2005) auf iiber 200 Milliarden Dezimalziffern berechnet. Eines ihrer vielen
Geheimnisse ist, ob die Folge dieser Ziffern, oder besser, der Ziffern ihrer Bindrdarstellung (unten) den
Kriterien einer Zufallsfolge gentiigt, und wenn nicht, welches Muster sich in der Ziffernfolge verbirgt.
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Quadrupel von Binérziffern. Man erhélt so insbesondere
7 =11,001001000011 111101101010 1000 1000 1 - - -5 = 3,243F6A88 - - 15 .

Betrachten wir nun den Divisionsalgorithmus mit gegebener Grundzahl g > 2 und
heben die oben gemachte Einschrinkung b = 1 wieder auf. Man spricht dann vom
g-adischen Divisionsalgorithmus, denn das Resultat ug,ujus - - -4 ist eine g-adische Ent-
wicklung von ¢. Dies beweist man wortlich wie Satz 1, ausgehend von einer durch
Satz 8.3 garantierten Darstellung § = 29,2122 - - -y, welche die fiir den Beweis bendotig-
ten Eigenschaften (z.B. Int § = 2¢) tatséchlich auch besitzt. Eine g-adische Darstellung
von ¢ bei dezimal gegebenen Operanden lisst sich also direkt ermitteln, ohne § zuvor
dezimal auszurechnen und dann mit dem g-adischen Algorithmus umzuwandeln. Noch
wichtiger aber ist, dass der g-adische Divisionsalgorithmus es erlaubt, zugleich auch die
natiirliche Zahl Int a (speziell also jedes a € N) in das g-adische System umzurechnen.
Denn sei a < g"™, also g% < g, und sei a : ¢" = ug,usuy - - -, Ergebnis der Anwendung
des g-adischen Divisionsalgorithmus, so dass a = ¢" - ug,u1uz - - -y = Ug,U1U2 " - 4 5.
Wegen g% < g ist nun auch uy = Int ﬁ eine g-adische Ziffer und wir erhalten

n
a = Up,U1U2 "+ g = = Up " Un,Un41Un+2 " " °g -

Folglich ist Int a = (ug - - - uy),. Das alles gilt insbesondere fiir @ = Int a, d.h. a € N.

Beispiel. Esist 100,6 < 8%, also 22%¢ < 8. Der 8-adische Divisionsalgorithmus liefert

82
100,6 : 64 = 14446314631 -
—64 (= —ug - 64)
366 -8 = 2028 (=8n)

—256 (= —uy - 64)
368 -8=2944 (=8r)

Es ergibt sich also 100,6 = 1,44463183> =144,4631g =1-82+4-8 +4 + % + 8% + ...

Wie sieht es nun mit der Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung aus? Fiir g = 10 ist
z.B. %) + % + % +...= % = 10—0 + % + % + ... Eindeutigkeit kann daher sicher nur
unter zusétzlichen Bedingungen erwartet werden. Verlangt man z; # 9 fiir unendlich
viele i in einer Darstellung a = ), 7%, dann sind die Ziffern z; in der Tat eindeutig
bestimmt. Denn die Zusatzbedingung besagt fiir ¢ = 10 nichts anderes als zg,2125 - - - ist
zuléssig; und weil a = 29,2129 - - -, sind die z; eindeutig bestimmt. Fiir beliebiges g > 2
gilt ein vollig analoger Sachverhalt: Sind zg und z{ natiirliche Zahlen und sind (z,),>0

und (z/),~0 Folgen g-adischer Ziffern, so dass z; # g — 1 fiir unendlich viele Indizes i
und gilt analoges fiir die zj, so impliziert }°, % = 3 Zauch z; = 2, fiir alle 4. Den

Beweis hierfiir liefern wir in allgemeinerem Zusammenhang in 8.3.

Man kann auch Eindeutigkeit erzwingen, indem man verlangt, dass in einer Darstellung
a =y, ot alle Ziffern z; ab einer gewissen Stelle identisch g — 1 sind. Eine solche
Darstellung existiert fiir eine beliebige Grundzahl g > 2. Z.B. ist 0,7 = 0,6777 - - -g.
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8.3 Der CANTORsche Algorithmus

G. CANTOR hat einige wichtige Beitréige zur Theorie der unendlichen Reihen geliefert
und unter anderem eine interessante Verallgemeinerung des g-adischen Algorithmus
angegeben. Die folgenden Darlegungen hieriiber verwenden nur einige Grundtatsachen
iiber unendliche Reihen mit positiven Gliedern. Negative Zahlen treten hierbei nach wie
vor nicht in Erscheinung.

Es sei g1, go, ... eine Folge natiirlicher Zahlen > 2, die wir uns im folgenden beliebig,
aber fest gewahlt denken und eine CANTORsche Basis nennen. Der CANTORsche Al-
gorithmus verlauft wie der g-adische Algorithmus, nur wird im n-ten Schritt die Rolle
der Zahl g von g, wahrgenommen. Im Flussdiagramm der Figur 4 lésst sich dies durch
Einfiigung der Operation nach Ausfithrung von und Einfiigung
eines Unterprogramms zur Berechnung der g, problemlos beriicksichtigen. Die Rekur-
sionsformeln (2) zur Berechnung von u, und r, nehmen dann fir den CANTORschen
Algorithmus die folgende Gestalt an, wobei a € D beliebig vorgegeben ist:

uyg = Inta, rg = a— U (:a—Inta);

3
( ) Up+1 = Int (9n+17’n), Tn+1 = Gn+1Tn — Up+1 (: In+1Tn — Int (gn-i-lrn))-

Diese produzieren eine Folge (u,) natiirlicher Zahlen mit w, < g, fiir n > 0. Denn
offenbar ist r, < 1 fiir jedes n, und daraus folgt u,+1 < gni17n < gny1. Der g-adische
Algorithmus ist demnach der Spezialfall des CANTORschen fiir gy = g0 = ... = g.
Natiirlich kann im CANTOR’schen Algorithmus von den w, fiir » > 0 nur noch in
sehr allgemeinem Sinne als den ,Ziffern* gesprochen werden. (3) impliziert offenbar

— Un41 | Tntl — _ wo o wy | _up o ,
Tn = g T gy also a = ug 7 = ug+ o+ + 78 = ug + F 2= 4 = und allgemein
= UL _u2 Un Tn
a=ug+ b+ S e s (rp, < 1).
Setzt man zusétzlich gy :=1 und G,, :=¢go - ... - gp, lasst sich dies auch schreiben als

(4) a= Zign é—i + & (rp <1).
Daraus entnimmt man, dass die unendliche Reihe ), g—z = upt+ g+ +. .. konvergiert.
Sie hat auflerdem gerade den Wert a. Denn die jeweils letzten Summanden &= in (4)
bilden eine Nullfolge, weil GG,, > 2" fiir alle n, und damit g—’; < G%L < 2%
Die Darstellung a = >, # heiie die CANTORsche Entwicklung von a. Wir wollen zuerst
zeigen, dass diese noch die zusétzliche Figenschaft u; # g; — 1 fiir unendlich viele Indizes
1 besitzt, also im iibertragenen Sinne zuléssig ist. Denn angenommen, dies ist nicht der
Fall, etwa u; = g; — 1 fiir alle ¢ > n. Dann gilt r;.1 = giu1 -7 — (g1 — 1) fiir i > n

geméB (3). Eine leichte Umformung hiervon ergibt 1 —r; = % und daher
_ 1=rp41 1—rpq2 _ 177‘n+k < 1 1

1-— Tn = = =...= o°F -
gn+1 In+1"9n+2 In+1-Gn+k — Gn+l---Gn+k — 2

Diese Ungleichung gilt fiir beliebige k, woraus offenbar 1—r, = 0 folgt, d.h. r,, = 1. Dies
aber steht im Widerspruch zu r,, < 1. Es muss in der Tat also unendlich viele Indizes i
geben mit u; < g; — 1. Man beachte, dass damit auch eine Aussage iiber das Ergebnis
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> % des g-adischen Algorithmus gemacht wird, ndmlich u; # g — 1 fiir unendlich viele
Indizes i. Fiir ¢ = 10 ist dies natiirlich nach Satz 8.1 schon bekannt.

Unter einer CANTORschen Reihe beziiglich einer gegebenen CANTORschen Basis (g,,)
sei nun eine unendliche Reihe der Gestalt verstanden, wie sie sich beim CANTORschen
Algorithmus ergibt, also eine unendliche Reihe folgender Gestalt, wobei die z; sdmtlich

natiirliche Zahlen sind, und wie oben G,, = go - ... gn (Go = go = 1) gesetzt sei:
(5) 2o+ é—ll + 5—22 +... (2 < g furi>0; z; # g; — 1 fiir unendlich viele 7).

Bisher wurde nur bewiesen, dass eine derartige Reihe konvergiert, sofern sie Ergebnis
des CANTORschen Algorithmus ist. Ferner zeigt dieser Algorithmus, dass jede reelle
Zahl a > 0 auf wenigstens eine Weise als CANTORsche Reihe darstellbar ist. Nun ist
aber jede CANTORsche Reihe konvergent; denn wegen Z—E < 1lund G,, > 2" ist

z 2z Zn _ z 1 z 1 2z 1 Zn
ZO+G—11+G—22+...+G—n = 20+g_1+G_1'g_§+G_2'g_§,+"'+Gn,1 .
< tltgtagtotas
< m+l4ied b <nt2
Wir benétigen im folgenden eine schéirfere Abschiatzung. Dazu betrachten wir die un-
endlichen Reihen g”“zl 4+ o2=l . ynd behaupten zuerst

Gt Gnia
(6) ety 22ty =2 (n=0,1,..)
In der Tat, die Konvergenz der Reihe links in (6) folgt fiir beliebiges n aus
% oot gn#:zl - (GLn o Gn1+1) + (Gnl+1 o Gnl+2) oot (Gn-ll—i—l - Gi+i)
= G%L_Giﬂ- :G%“_m) G%z’
und Gleichung (6) sodann aus ggt:ll + 9&21 +...= limiﬁooain(l — M) = Gin

(6) ergibt nun fiir die , Restsummen® der Reihe }°; & die Abschétzung

Zi o Antl Zn+2 gnt1—1 gn+2—1 _ 1
(7) Zi>" Gi  Gng T Gry2 ... < Gn+1 + Gn+2 =g, (n=>0).

Das <-Zeichen in (7) ist richtig; denn obwohl i.a. nur z; < g; — 1, gilt fiir wenigstens
ein ¢ > n tatsdchlich z; < g; — 1, und dies geniigt um die Ungleichung (7) zu sichern.

Wir beweisen nunmehr die folgende, alles weitere entscheidende Behauptung

(a) Das Ergebnis (u;) der Anwendung des CANTORschen Algorithmus auf die Summe
a =), & einer CANTORsche Reihe ist gerade die Folge (z;).

Mit dieser Behauptung hétten wir gleich zweierlei bewiesen, und zwar

(b) Jede Folge (z;) natiirlicher Zahlen mit z; < g; fiir alle ¢ > 0 und z; # ¢g; — 1 fiir
unendlich viele ¢ kommt als Ergebnis des CANTORschen Algorithmus wirklich vor,
némlich als Ergebnis der Anwendung auf die reelle Zahl a = ), é—z,
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(c) Die Darstellung einer reellen Zahl a als CANTORsche Reihe ist eindeutig; denn ist

l

a=>, & = S, 2k o soist u; = z; und u; = 2z}, also z; = 2| fiir alle i. Dies betrifft

insbesondere die g-adische Entwicklung, also den Fallgy. =g = ... =g.
Der Nachweis von (a) ist nun nach unseren Vorbereitungen nicht schwierig und erinnert
an den Beweis von Satz 8.1. Seia =), &=zt > is0 & und ug, uy, . .. das Ergebnis
des CANTORschen Algorithmus angewandt auf a. Wir behaupten, fiir jedes n gilt
_ . _ Rn+41 Zn+2
() up =2, ; =Gn Yisn e (= o T T ).

In der Tat, es ist ug = Int a gleich 2y, weil zyp < a und a— 2y = Zi>0 &< GLO =1 geméaB
(7). Damit ist auch 1o = a —Inta = ), & = Go- > o0&, d.h. (%) gilt fir n =

Seien diese Formeln richtig fiir n. Dann ergibt sich wegen ¢,.1G,, = G141
In+1Tn = Gn+1 : Zi>n % = Zp+1 + Gn+1 : Zi>n+1 é_:

Nach (7) ist Gri1 - D iepin gz < 1. Also ist Int (gn+1rn) = Zny1, d.h. Uy = 2,41, und

folglich auch 7,11 = gny17n — Unt1 = Gni1 D ioni & & - Damit ist (a) bewiesen.

Wir betrachten nunmehr den Sonderfall CANTORscher Reihen fiir die Basis (g,) mit
gn=n+1,also go = 1,91 = 2, go = 3, usw. Dann erhalten wir eine der erstaunlichsten
Unterscheidungen rationaler und irrationaler Zahlen, ndmlich den folgenden

Satz 8.4. Jede reelle Zahl a > 0 hat genau eine Darstellung der Gestalt
(8) a =2y —|— —|- + +

mit z; € N und z; <1 fur 7> 0, sowie z; # i fiir unendlich viele v. Dartiber hinaus ist
a rational genau dann, wenn ithre Darstellung (8) abbricht.

Beweis. Der CANTORsche Algorithmus ergibt die Existenz einer Darstellung (8) mit
z; < g; = 1+ 1, oder gleichwertig z; < 1, sowie z; # ¢; — 1 oder gleichwertig z; # ¢ fiir

unendlich viele i. Und (c) sichert deren Eindeutigkeit. Gewiss ist a rational, wenn ihre
Darstellung (8) abbricht. Sei anderseits a = ™ gegeben. Dann ergibt (4) mit z; = u;

_|_ _|_ + Zn—1 + Tn—1 (0 S Tl < 1)

no n! n!

Multiplikation dieser Glelchung mit n! ergibt

mn! __ z1-n! zZn—1-n!
I =zo-nl+ 2+ T

Offenbar lassen sich in allen Bruchtermen dieser Formel die Nenner wegkiirzen, woraus
sich schliefen ldsst, dass r,_1 eine natiirliche Zahl ist. Damit verbleibt — weil r,,_; < 1 —
nur die Moglichkeit r,_; = 0. Es sind dann gemé&f (3) alle nachfolgenden Reste, und
damit auch die natiirlichen Zahlen z,, 2,11, ... in (8) identisch gleich 0. m

Fire=1+ 4+ 5 +...=2+ 5 + 3 + ... erhélt man in einer Darstellung (8) gerade
zo = 2, wahrend die ,,Ziffern“ z; fiir ¢ > 0 séamtlich gleich 1 sind. Also erhalten wir das

Korollar. Die EULERsche Zahl e st irrational.

Man beachte, dass dieser Beweis der Irrationalitét von e wesentlich auf der Eindeutigkeit
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der Darstellung (8) beruht. Ohne die Nebenbedingung z; # i fiir unendlich viele 7 hat

man gemaf (6) fiir n = 0 und mit g; =i+ 1 (also G; = (i + 1)!) neben der trivialen

Gleichung 1 =1+ % + % + ... auch die erwdhnenswerte Gleichung
l1=04+2+3+...

Es gibt noch manche andere Reihendarstellungen reeller Zahlen, siehe [27, 11]. Auch
kann man unendliche Produkte und Quotienten, z.B. die numerisch interessanten Ket-

tenbruchfolgen betrachten. Diese sind von der Gestalt ag + %, ag + alﬁ, .. (a; > 0),
und deren Limes bezeichnet man im Konvergenzfalle mit ag + o (—_—
ag+ 1

8.4 Berechenbarkeit und Iteration

Wir geben im folgenden einen kurzen Einblick in einen Problemkreis, der von erhebli-
chem Interesse fiir die Theorie und die Praxis mathematischer Anwendungen ist, den der
expliziten Berechenbarkeit. Eine reelle Zahl a (> 0) ist im intuitiven Sinne berechenbar,
wenn zu jedem n eine n-stellige Naherung a,, mit (a—a,| < &, explizit angegeben werden
kann. Das ist i.a. etwas weniger als die explizite Berechenbarkeit ihrer Dezimalziffern,
worauf in 5.4 schon hingewiesen wurde. Es ldsst sich auch schreiben a,, = N,(n)<-,
mit N,(n) € N und einer gewissen berechenbaren oder allgemein-rekursiven Funktion
n +— Ny(n). Auf diese Weise ldsst sich reelle, und &hnlich auch komplexe Berechen-
barkeit innerhalb der weit entwickelten Theorie der rekursiven (zahlentheoretischen)
Funktionen prézisieren. Intuitiv ist klar und dies ldsst sich streng beweisen, dass die
rationalen Operationen +, —, X, =, aber auch nichtrationale Operationen wie Potenzie-
rung und Logarithmierung, von in diesem Sinne berechenbaren Argumenten wieder zu
berechenbaren Werten fiihren.

Ist p(z) = c eine lésbare Polynomgleichung, so kann eine Losung mit beliebig hoher
Genauigkeit auch berechnet werden. Dies gilt allgemeiner fiir Gleichungen der Gestalt
f(x) = ¢, wenn z.B. gewisse Differenzierbarkeitsforderungen an die Funktion f gestellt
werden, und legt die Frage nach der Formulierung moglichst allgemeiner Bedingungen
tiber die Berechenbarkeit einer Losung von f(x) = ¢ fiir berechenbare Zahlen ¢ und
Funktionen f nahe, falls eine Losung iiberhaupt existiert.

Dazu muss offenbar gesagt werden, was die Berechenbarkeit einer reellen Funktion f
bedeuten soll. Hier bietet sich folgende Erklarung an. f heifle berechenbar, wenn es
ein effektives Verfahren? gibt, mit dessen Hilfe sich fiir jedes berechenbare z aus dem
Definitionsbereich den Wert fx beliebig genau berechnen lésst. Es sei zum Beispiel f
eine im Intervall I = [0, v] schlichte und berechenbare Funktion, und ¢ eine berechenbare

2 Dieser Begriff wird in der Rekursionstheorie prizisiert. Mit den berechenbaren reellen Funktion

befasst sich die so genannte Rekursive Analysis, wo Elemente der Analysis, der Numerik und der
Rekursionstheorie zusammenflieBen. Nach der Erorterung in 5.4 ist plausibel, dass z.B. die simple
Funktion a — Int a nicht berechenbar ist. Es lisst sich zeigen, dass eine berechenbare Funktion immer
stetig ist.
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Zahl mit f0 < ¢ < fv. Dann hat die Gleichung fr = ¢ nach Satz 7.1 die Losung
¢ =supz € 1| fr <c¢, deren Berechnung sich leicht programmieren lidsst. Es kommt
nur darauf an, ob der Test mit © = &, +ic,1 fiire = 1,...,9 effektiv ausfithrbar
ist, wobei £, < & < &, + ¢, ein schon berechneter Ndherungswert ist. Dieser ist z.B. fiir
x — " prizise ausfiihrbar, weil 2" € E fiir x € E. Daher ldsst sich {/c sogar ziffernweise
berechnen, falls die Information vorliegt ob ¢ € [E oder nicht, und ¢ im letzteren Falle
selbst auch ziffernweise berechenbar ist. Die Ausfithrbarkeit des obigen Tests beruht
hier wesentlich darauf, dass mit x € E auch 2™ € E. Bei nichtrationalen berechenbaren
Funktionen f ist i.a. nur die iibliche ndherungsweise Berechenbarkeit einer Losung von
fr = c garantiert. Das gilt auch dann noch, wenn f in I nur stetig und berechenbar
ist, fiir jedes berechenbare ¢ zwischen fu und fuv.

Im Einzelfall werden den Gegebenheiten besonders angepasste Verfahren zur Berech-
nung von Zwischenwerten gewéhlt. So rechnen die Computer die n-te Wurzel meist
logarithmisch und natiirlich nur ndherungsweise aus, es sei denn, man schreibt ein ei-
genes Programm. Die Moglichkeiten hierfiir sind vielfédltig. Am beliebtesten sind Itera-
tionsverfahren, weil deren Programmierung besonders bequem ist. Beispiele behandeln
wir unten. Sie beruhen auf folgendem Satz, einem von zahlreichen &hnlichlautenden
Konvergenzsitzen der numerischen Analysis.

Satz 8.5 (Fixpunktsatz). Sei I C DD ein abgeschlossenes Intervall, sowie f: 1 — I
eine in I schlichte Funktion, und (z,) eine beliebige Folge mit xy € I und

9) Tps1 = fx, fiir alle n.

Dann ist (x,) konvergent, und lim(x,) ist Fixpunkt von f. Ist f zudem schlicht in I
mit C' < 1, hat f in I nur einen einzigen Fixpunkt.

Beweis. (z,) falle monoton und ist dann sicher konvergent; wegen z,.1 = fz, und
¢ = lim(z,) = lim(x,.1) ist auch & = lim(fxz,). Weil lim(fz,) = f€ nach (11) in
7.2, ergibt sich £ = f¢&. Sel nun xp < w441 (= fay) fiir ein gewisses k. Ein simpler
Induktionsschluss zeigt x,, < z,41 fur alle n > k. Auch ist (z,),>r beschriankt, weil
diese Folge ganz in I verbleibt. Also ist sie schlicht und damit konvergent, und es gilt
¢ = lim(x,)n>k = lim(z,). Die Gleichung f¢ = £ erschlieBt man wie eben. Sei nun
fr—fy < Cx—y)mit C < 1firallez,y €I, z >y.Ist & = &, & = [f&,, und
wire etwa £, < &,, so folgt £, — &, < C(&, — &), also der Widerspruch 1 < C. =

Dass eine den Voraussetzungen dieses Satzes geniigende Funktion f iiberhaupt einen
Fixpunkt hat, ist keine Neuheit. Dazu geniigt nach einem Beispiel in 3.3 bereits monoto-
nes Wachstum von f. Auch konvergiert dann immer noch die Folge (z,,), nur muss deren
Limes nicht notwendig auch ein Fixpunkt von f sein. Auch lisst sich die Voraussetzung
xo € I offenbar noch abschwichen zu z; € [ fiir ein gewisses i, weil (x,) und (z,)n>;
dasselbe Konvergenzverhalten haben. Fiir Anwendungen von Satz 8.5 ist hauptséchlich
der Fall interessant, dass f genau einen Fixpunkt £ in I hat. Jede gem&$ (9) definierte
Folge — eine so genannte [terationsfolge — konvergiert dann automatisch gegen &. Oft
weifl man aus anderen Griinden, dass f in I hochstens einen Fixpunkt hat, so dass die
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dafiir hinreichende (aber nicht notwendige)" Bedingung C' < 1 gar keine Rolle spielt.
Betrachten wir als Beispiel die bereits in Ubung 7.7 im Intervall [0,+/a] als schlicht

nachgewiesene Funktion f:x — a%f; fiir @ = 10 nun in einem Intervall I = [u, v] mit

0 < u < v := +/a, siehe hierzu Figur 5. f bildet I in sich ab und hat dort nur einen
Fixpunkt &, ndmlich am oberen Intervallende; denn die Gleichung x = %fgfg hat nur
die Losungen ¢ = 0 und & = y/a. Die untere

Intervallgrenze u (= 0,5 in der Figur) ist nicht

ST 0, um den Fixpunkt 0 aus der Betrachtung

95 L« ) fernzuhalten und darf innerhalb des Spiel-
’ / raums 0 < u < /a frei gewidhlt werden.

5 L Nach Satz 8.5 konvergiert jede Iterationsfolge

«~/ (r,) mit zy € I gegen den einzigen Fixpunkt

15 L </ ¢ = y/a von f in I. Damit hat man ein be-
/ quemes iteratives Verfahren zur Berechnung

1 / von y/a mittels der rationalen Operationen.

) ) by Man kann die Berechnung von v/10 nach die-

0,5 \ \ \ \ \ sem Iterationsverfahren mit dem Eingangs-

05 1 15 2 25 3vi0 wert g = 1 in der Figur ldngs der gestri-

Fig..5 Iterative Berechnung des Fiz- chelten Linien deutlich verfolgen. Je gréfer

punktes /a von x — a%‘:; fiir a = 10. n ist, desto niher liegt x, bei /a. Gewisse

Informationen iiber die Konvergenzgeschwin-

digkeit dieses Verfahrens, welche wesentlich durch die Anzahl der Durchléufe durch die
Iterationschleife bestimmt wird, enthélt die Bemerkung weiter unten.

Die Programmierung des Verfahrens entsprechend

T = T sy = fole z:=y nebenstehendem, leicht durchschaubaren Flussdia-
¥ % gramm verwendet den Test , der angibt,
y=x7 ob die Berechnung nahe genug am Konvergenz-
punkt liegt. Die Rechnung endet, wenn die Werte
von z und y nach einer gewissen Anzahl von Schleifendurchlédufen im Rahmen der Ge-
nauigkeit eines gegebenen Rechners ununterscheidbar sind, oder, wie man auch sagt,
der Rechenprozess in den Bereich des ,,Rundungsrauschens“ gelangt. Auf dem pro-
grammierbaren Taschenrechner erkennt man dies bei einigen Iterationsverfahren nach
Ersetzung des Abbruchtests durch ]DISPLAY x, y‘ an einem periodischen Wechsel der

letzten Ziffer in der Anzeige. Hier die Berechnung von /10 nach dem obigen Verfahren
mit der O-ten Ndherung xg = 1 auf einem Taschenrechner mit 12-stelligem Display:

r; = 1,81818181818, T = 2,73291925465, x3 = 3,12890616374,

x4 = 3,16209970755, x5 = 3,16227765516, xe = 3,16227766017.
Bereits nach dem 6. Iterationsschritt dndern sich die Folgenglieder nicht mehr und
V10 = 3,16227 76601 6838 - - - ist so genau berechnet, wie es die Anzeige des Rechners
zuldsst. Fiir x¢p = 3 wéren sogar nur 3 Iterationsschritte nétig. Ubrigens muss man nicht

auf 2o < y/a bestehen. xy muss positiv, darf sonst aber beliebig sein. Falls xy > +/a,
liegt bereits 1y = fxg wieder in I, wie man sich leicht iiberlegt.

ja

STOP

A
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Weitere Beispiele. (a) Man sicht leicht, dass f:x +— /2 in [u,v] schlicht ist, wenn
nur v > 0. Fiir 7 :=[1,2] ist auch f:I — I. Daher konvergiert die Iterationsfolge ()
mit zp = 1, also =1 = V2, x5 = V/2v/2, ... — siche Ubung 7.1 — gegen den einzigen
Fixpunkt von f in I, ndmlich die Losung & = 2 der Fixpunktgleichung x = fz, also
von x = /2x. Damit erhalten wir einen leicht iiberschaubaren Beweis fiir lim (z,,) = 2.
(b) Sei 29 = 0 und 2,41 = /2 + 2, also 2, = V2, 29 = V2 + V2, ... Auch (z,) ist
konvergent mit lim(x,) = 2. Denn f:x — /2 + z ist schlicht in I = [0, 2] mit C' = \/Lg
< 1; ferner gilt f:I — I, und £ = 2 ist nach Satz 8.5 einziger Fixpunkt von f in I.

(¢) Manche Computer vermeiden direkte Divisionen und ermitteln & fiir a € D, mit
dem folgendem Iterationsverfahren: Sie suchen schnellstmoglich einen Wert xq mit
0 < zp-a < 1 und berechnen dann iterativ z,,; = 2x, — axﬁ bis zum Eintritt des

Rundungsrauschens. Auch hier sichert Satz 8.5 die Konvergenz von (z,) gegen den
2

Fixpunkt é der in [0, i] leicht als schlicht nachweisbaren Funktion z +— 2z — ax”.
Bemerkung. Eine konvergente Folge (z,,) mit & = lim(x,) konvergiert linear, quadratisch
bzw. kubisch, wenn es eine Konstante ¢ gibt mit d,, 11 < c-d,” fiir alle n, wobei d,, = |£—,,| und
k =1,2bzw. 3, sowie ¢ < 1 fiir k = 1. Grob gesprochen, die Anzahl der genauen Dezimalen der
N&herung z,, von z wéchst linear, quadratisch bzw. kubisch mit n. So konvergiert die in den
Beispielen oben zuletzt genannte Folge quadratisch, Ubung 7. Auch die durch z,,; = ﬁ%
definierte Iterationsfolge konvergiert quadratisch, ebenso wie die des so genannten ,,Babyl(;—

nischen® Verfahrens in Ubung 6, ein Spezialfall des NEWTONschen Niherungsverfahrens. Es
zn(z243a)
3z2+a

kubisch gegen y/a. Beginnend mit 2y = 3, hat man fiir a = 10 im ersten Iterationsschritt /10
bereits auf 3 Dezimalen, und im zweiten auf alle Dezimalen des Displays (in Wahrheit auf
sogar 13 Dezimalen) genau. Hingegen konvergiert die Folge (e, ) aus 6.2 nicht einmal linear,
wie mittels der Ungleichungen (el),(e2) aus 7.1 unschwer erschlossen werden kann.

geht noch besser: Die durch x,,4+1 = definierte schlichte Folge (x,) konvergiert sogar

Eine in einem Intervall I definierte Funktion f heift Lipschitz-stetig in I, wenn
(10) Es gibt eine Konstante C' mit |fx — fy| < Clz — y| fiir alle z,y € T

erfiillt ist. Eine in I monoton wachsende Funktion ist dort Lipschitz-stetig genau dann,
wenn sie schlicht ist. Falls in (10) C' < 1 gewihlt werden kann, heifit f eine Kontraktion.
Satz 8.5 dhnelt dem BANACHschen Fizpunktsatz, der behauptet, dass eine Kontraktion
f von I genau einen Fixpunkt ¢ in  hat und dass jede Iterationsfolge (x,) mit z; € I fiir
ein k gegen ¢ konvergiert. Eine von vielen Anwendungen dieses Satzes ist die folgende:

In [22] wird am Beispiel a = 47 ein iteratives Verfahren zur Berechnung von /a fiir
a € N, suggeriert, welches das LEONARDOsche Iterationsverfahren genannt sei. Es ist
vermutlich das erste, schriftlich fixierte numerische Iterationsverfahren im modernen
Sinne und funktioniert fiir reelle a > 1 genauso wie in LEONARDOSs Beispiel: Man errate
zuerst ein v > 1 mit v? < a < (u+ 1)3 — ein solches u findet man stets auch in N — setze

xo := u und berechne sodann iterativ x,, .1 = =, + ﬁ Tatséchlich konvergiert (x,,)
nach dem BANACHschen Fixpunktsatz gegen die Losung /a der Fixpunktgleichung
= Fz := 2+ =2 Denn F ist Kontraktion eines geeigneten Intervalls [, v] mit

- 3(u+l)z
v > u+1, Ubung 8. Das Verfahren konvergiert nicht sehr schnell. Beginnend mit xy = 3,
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bendtigt man 11 Schritte, um z.B. v/47 = 3,608 - - - auf 10 Dezimalen zu berechnen. Aber
fiir Handrechnungen ist es durchaus brauchbar. Zum Beispiel ist schon z; = 3,555 - -.
Hier noch eine weitere einfache Anwendung:

Die berithmte, durch ¢, =1, ¢; = 1 und (a) ¢,,1 = ¢, + ¢,_; fiir n > 0 definierte
Folge heifit die FiBONACCI-Folge. Also ¢, = 2, @3 = 3, ¢, = 5, aber z.B. ist bereits
Yss = 956722026 041. Sei ¢, = %. Wir beweisen, die Folge (g,) konvergiert gegen
%ﬁ = 1,618 - -, der Verhéltniszahl des Goldenen Schnitts. (a) ergibt ¢,.1 = 1 + an‘
Nun ist f:z +— 1+ 2 Kontraktion von I := [2,2]; denn (10) ist mit C' = 2 erfiillt, wie
man leicht sieht. Weil ¢o € I, ist (g,,) nach dem BANACHschen Fixpunktsatz konvergent,
und weil 225 die Fixpunktgleichung z = 1 + % in I 16st, gilt lim(g,) = %5 Auf q

2
(also auf ¢, ¢;) kommt es demnach gar nicht an. Das erkennt man auch deshalb, weil

q1:1+qi0, qul—i-ﬁ,...,unddamit%gzlim(q,):l—i—ﬁ.

a0 1+—1

8.5 TUbungen

1. Man zeige: eine positive rationale Zahl a ist im Dezimalsystem reinperiodisch ge-
nau dann, wenn es eine Darstellung a = ™ gibt, so dass n und 10 teilerfremd
sind. Damit sind Summe und Differenz (im Falle ihrer Existenz), sowie das Pro-
dukt reinperiodischer Zahlen wieder reinperiodisch. Diese bilden also einen (in D
dichten) &-Bereich reeller Zahlen, der die Elemente aus E\ N sozusagen auslésst.

2. Seien m,n teilerfremd und sei a = * reinperiodisch mit Periodenlinge p. Man

zeige (a) n teilt 107 — 1, (b) p ist die kleinste Zahl aus N derart, dass n Teiler ist
von 107 — 1. (Stets ist p < Anzahl der zu n teilerfremden k < n, EULER.)

3. Sei a = zp,z129 - - -g eine Oktalzahl, also 0 < z; < 8 fiir ¢ > 0, und auch zy sei im
Oktalsystem geschrieben. Man zeige: die bindre Entwicklung von a erhilt man
durch ziffernweise Umschrift der Oktalziffern von a wie im Text geschildert.

4. Man betrachte die Kommaverschiebung fiir g-adische reelle Zahlen a und beweise

n n : n 1
a— =a-g ,sow1ea%:a~g—n.

5. Man beweise, a € D ist rational genau dann, wenn fiir jedes g > 2 die g-adische
Entwicklung von a periodisch ist. Diese Eigenschaft ist also basisinvariant.

6. Hiufig wird folgendes Iterationsverfahren zur Berechnung von +/a fiir a > 0 be-
trachtet: o > 0 sei beliebig, und x,, .1 = %(mn + %) Man beweise, dass (x,)n>0

eine fallende, gegen +/a konvergierende Folge ist.

7. Sei a > 0 und 0 < azy < 1, sowie z,41 = 21, — ar?. Man zeige: (x,) ist eine
schlichte Folge und diese konvergiert quadratisch gegen ihren Grenzwert é

8. Sei u > 1. Man zeige: F:x — x + 3(‘:;”13)36 kontrahiert [u,v] fiir ein geeignetes

v > u + 1. Dies sichert die Konvergenz des LEONARDOschen Verfahrens.
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Abschnitt 11

Anhang — Ein Aufbau des Systems
der natiirlichen Zahlen

Beim Aufbau des Systems der reellen Zahlen in 3 — 5 sind wir davon ausgegangen,
dass uns die natiirlichen Zahlen uneingeschrinkt zur Verfiigung stehen. Mit einigen
zusétzlichen (mengentheoretischen) Begriffen wie dem der Folge wurden sodann die
reellen Zahlen konstruiert. Nun wird nachtréglich dargelegt, wie sich das Konzept der
natiirlichen Zahl in den Rahmen klassischer Auffassung von Mathematik einordnet,
nach der sich alle mathematischen Begriffe auf den Mengenbegriff reduzieren lassen.
Diese Erkenntnis war das Fazit des gegen Ende des 19. Jahrhunderts von G. FREGE
(1848 - 1925) unternommenen und von B. RUSSELL (1882 — 1970) u.a. weitergefithrten
Versuches, die Mathematik oder jedenfalls ihre wesentlichen Teile auf die Logik zu
reduzieren (Logizismus). So weit zu gehen hat sich allerdings als unmdglich erwiesen,
denn auch in der Mathematik kann man nicht erwarten, etwas fiir nichts zu erhalten.

Wir beginnen mit der Untersuchung der von R. DEDEKIND in [6] erstmals betrachteten
Z#hlreihen, den Modellen des bekannten PEANOschen Axiomensystems. Eine Zahlreihe
dient vornehmlich dem Abzéhlen endlicher Mengen, und ihre Definition enthélt genau
die dazu erforderlichen Eigenschaften. Die Elemente einer Zdhlreihe nennen wir kurzer-
hand natiirliche Zahlen. Diese Definition ist weniger vieldeutig als es den Anschein hat.
Alle Zahlreihen erweisen sich ndamlich als isomorph. Daher kann nach Abschluss einer
Reihe von Betrachtungen einfach von der Zahlreihe oder der Menge der natiirlichen
Zahlen gesprochen werden.

In Z&ahlreihen ist zunéchst nur von einem Anfangselement und einer Nachfolgerfunktion
die Rede. Sowohl die iibliche Anordnung der natiirlichen Zahlen als auch die arithme-
tischen Operationen miissen also definiert und ihre wesentlichen Eigenschaften nachge-
wiesen werden. Eine bekannte Definitionsmoglichkeit der arithmetischen Operationen
ist ihre rekursive Einfithrung nach [6], sieche auch [19] oder [26]. Wir wéhlen indes
einen Weg, der die axiomatische Behandlung der Zahlreihen mit den Vorteilen einer
mengentheoretischen Definition der arithmetischen Operationen verbindet. Der in 11.6
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vorgenommene Nachweis aller einschlégigen Rechengesetze, genauer, der Axiome in Ab-
schnitt 2, ist dann iiberaus einfach. Ein weiterer Vorteil dieser Methode ist, dass sie
durchweg den intuitiven Gegebenheiten folgt und nebenbei auch die Theorie endlicher
Mengen mit begriindet. Insbesondere wird durch sie der Begriff des Zéhlens, dhnlich
wie der des Messens in Abschnitt 10, auf eine solide Grundlage gestellt.

Die Existenz von Zéhlreihen wird mengentheoretisch gesichert. Diese Art des Vorgehens
hat den Vorteil methodischer und konzeptioneller Klarheit. Man kénnte prinzipiell je-
doch auch anderen Konzeptionen folgen, z.B. einer solchen, welche die natiirlichen Zah-
len als von vornherein gegeben und als den Ursprung aller Mathematik ansieht. Diese
Auffassungsweise wird besonders deutlich in dem berithmten Ausspruch L. KRONE-
CKERs (1823 — 1891): , Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere
ist Menschenwerk.“ Bei solcher Auffassung eriibrigt sich ein Existenzbeweis fiir Zahl-
reihen, weil es eine der Zahlentheorie iibergeordnete Theorie gar nicht gibt. Allerdings
kéame man damit in der hoheren Analysis nicht sehr weit, es sei dann, man verlegt die
erforderlichen mengentheoretischen Hilfsmittel in eine Zahlentheorie 2. Stufe, zu deren
Objekten auch Teilmengen natiirlicher Zahlen gehéren und in der reelle Zahlen durch
gewisse Teilmengen natiirlicher Zahlen kodiert werden.

Man mochte ohne Skrupel von der Menge aller messbaren Mengen reeller Zahlen, der
Menge aller integrierbaren Funktionen usw. reden konnen und diese z.B. als Objekte
eines metrischen Raumes, ndher untersuchen. Hierbei verwendet man nichtkonstruktive
und infinitistische Methoden durchweg. Um den Gebrauch dieser Methoden gegen jede
Kritik zu schiitzen, entwickelte HILBERT das in wesentlichen Punkten jedoch geschei-
terte Programm einer finiten Begriindung der Mathematik. Dieses wurde revidiert, aber
trotz des Fortschritts hat sich die Grundlagenproblematik ihrer vielschichtigen Aspek-
te wegen nicht erledigt. Immerhin befindet sich die Mathematik diesbeziiglich in einer
vergleichsweise besseren Situation als die meisten anderen Wissenschaften.

Viele Schlussweisen und Begriffsbildungen, die man etwas voreilig zu den naiven, der
Logik angehorigen Hilfsmitteln zu zdhlen geneigt ist, haben bei genauerem Hinsehen
kombinatorischen Charakter (sie lassen sich in einer formalisierten Zahlentheorie 1.
Stufe, der so genannten PEANO-Arithmetik begriinden) oder sie gehen dariiber hinaus
und benutzen Hilfsmittel der transfiniten Mengenlehre. Wenn nun aber eine im Kern
mengentheoretische Fundierung der Analysis geboten ist, macht es Sinn, hierin auch
die natiirlichen Zahlen einzubeziehen. Denn dazu ben6tigt man nur die allereinfachsten
mengentheoretischen Werkzeuge. Ahnlich wie der Begriff des DEDEKINDschen Schnitts
ist auch derjenige der Dezimalfolge der Form nach ein mengentheoretischer. Allerdings
liefle sich dieser, wie auch die meisten Begriffe dieses Abschnitts, bereits im Rahmen ei-
ner erheblich eingeschrinkten Mengenlehre behandeln. Nur der Bequemlichkeit halber
stellen wir uns im folgenden auf den Boden der naiven Mengenlehre.

DMit Fragen, aus welchen Annahmen welche Sétze der Analysis und anderer mathematischer Dis-

ziplinen folgen und welche Tragweite diese Annahmen haben, befasst sich eine neuere Teildisziplin der
Mathematischen Logik, die so genannte Reverse Mathematics, siehe etwa [36] fiir einen Uberblick.
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11.1 ZA&ahlreihen und der Rekursionssatz

Eine Z&hlung beginnt stets mit einem ersten Element und vollzieht sich schrittweise.
Dieser schrittweise Charakter des Zihlens ldsst sich durch eine Funktion n +— n™ genau-
er beschreiben, welche einem Element n einer Zihlreihe das nachfolgende Element n*
zuordnet. Deswegen gleicht das anschauliche Bild einer Z#hlreihe der einer mit einem
Anfangselement beginnenden, sich beliebig fortsetzenden Perlenkette, siche Figur 13.
Die Prézisierung dieses anschaulichen Bildes fithrt so zu folgender Definition, einer mo-
dernen Anspriichen geniigende Formulierung des PEANOschen Axiomensystems ).

Definition. Ein Bereich, bestehend aus einer Menge N, einer Funktion ™ : N — N
genannt die Nachfolgerfunktion von N, sowie einem besonderen, in der Regel mit 0
bezeichneten und zu N gehorenden Element, genannt das Anfangselement, heifit eine
Zihlreihe, wenn dieser Bereich die folgenden drei Axiome erfiillt:

(PI) 0#n" firalleneN, (PII) m"™=n" = m=mn, firalle m,n €N,

(PIII) Ist M C N und erfiillt M die beiden Bedingungen
(a) 0e M, (b)ne M = n*t e M, fir alle n,
so ist M = N.

Wir bezeichnen fortan eine Zahlreihe und ihre Tréagermenge mit dem gleichen Symbol N.
Missverstidndnisse werden daraus nicht erwachsen. nt heifit der Nachfolger von n, und
n der Vorginger von n*, wobei n,m,,k im folgenden ausschlielich Elemente von N
bezeichnen. (PII) besagt, dass ein Element hdchstens einen Vorganger hat, und (PI)
schliefit die Existenz eines solchen fiir das Anfangselement definitiv aus. (PIII) heifit
das Induktionsaxiom. Es sichert unter anderem, dass die Zahlreihe keine iiberfliissigen,
zum Zéahlen nicht benotigte Elemente enthélt. Fiir die prézise Definition des in Figur 13
schematisierten Anfangs der Zahlreihe sei auf 11.3 verwiesen.

0 0t n nt
[ ] [ ]

N :

An
Fig. 13 Die Zdihlreihe und deren Anfang A, =0,---,n

0 hat gemaf (PI) also keinen Vorgénger. Doch lésst sich an den Axiomen nicht sofort
erkennen, dass 0 das einzige Element ohne Vorgénger ist, und ebensowenig, dass der
Vorgénger von n, wenn er existiert, von n auch verschieden ist. Beide Tatsachen lassen
sich jedoch durch (vollstindige) Induktion beweisen, d.h. durch wesentliche Anwendung
von (PIII). Solche und andere Beweise aus (PI) — (PIII) sind unabhéingig von einer
Existenzdiskussion; vielmehr betreffen sie ausschliefSlich die Struktur von Zahlreihen.

2)Dieses stammt eigentlich von DEDEKIND, [6, §6], und das hier angegebene ist dem DEDEKINDschen

dhnlicher. PEANO benutzte fiir die Darstellung seiner Axiome eine spezielle formale Sprache, wodurch
gewisse Missverstdndnisse bei der Wiedergabe der Axiome in der mathematischen Literatur entstanden.
Fiir einen sarkastischen Kommentar dieses Thema betreffend verweisen wir auf [10, Bd.1, S.144ff].
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Die beiden im letzten Absatz erwdhnten Behauptungen lieflen sich getrennt durch In-
duktion beweisen. Man kann sie aber auch in die einzige Behauptung

(x) Fiarallen € N: n =0 oder es gibt ein m # n mit m* =n
verpacken, deren Induktionsbeweis dann wie folgt aussieht:

Sei M = n € N|n =0 oder es gibt ein m # n mit m™ = n. Offenbar ist 0 € M. Zum
Nachweis von (b) in (PIII) sei n € M (Induktionsannahme). Im Falle n = 0 hat n*
sicher einen Vorgénger # nt, ndmlich 0, denn nach (PII) ist 0 # 0". Andernfalls (d.h.
wenn n # 0) sei etwa n = m™ mit m # n gemiB Induktionsannahme. n* hat den
Vorgénger n = m™*, und wegen m # n ist nach (PII) auch n = m™* # n™. Daher hat
auch n™ einen Vorgénger # n™, namlich n, und gehort damit zu M. Nach (PIII) ist
folglich M = N, und (%) ist bewiesen.

Obwohl alle Z#hlreihen isomorph sind (Satz 11.2), gibt es keine verbindliche Konven-
tion hinsichtlich der Bezeichnung ihres Anfangselements, aufler dass es regelméflig ent-
weder mit 0 oder mit 1 bezeichnet wird. Das liegt in der Natur der Sache. Denn fiir
Abzahlungen endlicher nichtleerer Mengen ist 0 eigentlich iiberfliissig. Da man eine n-
elementige Menge gern mit den ersten n natiirlichen Zahlen abzdhlen mochte, miissten
solche Zahlungen mit 0 beginnen, wenn man 0 als natiirliche Zahl ansieht. Anderseits
beginnen Zihlungen gewohnheitsgemifi mit 1 (= 01). Die 0 ist fiir Zéhlungen im ur-
spriinglichen Wortsinne iiberfliissig. Hier liegt der eigentliche Grund fiir gefiihlsmé&Bige
Vorbehalte gegen die Bezeichnung von 0 als ,natiirliche® Zahl. In der Mathematik be-
ginnen Zahlungen allerdings recht h&ufig auch mit 0. Man spricht etwa von den ersten
n Primzahlen pg,...,p,—1. Ob 0 in einem Zahlvorgang verwendet wird oder nicht, ist
einzig und allein eine Frage der Bequemlichkeit. Auch an Alltagsbeispielen lésst sich der
gelegentlich praktische Nutzen von Zahlungen unter Einschluss von 0 demonstrieren. Es
wiére z.B. sicher von allgemeinem Vorteil, fiir die Bezeichnung der Halteposition eines
Fahrstuhls im Erdgeschoss international das Symbol 0 zu verwenden.

Da wir beabsichtigen, die natiirlichen Zahlen zugleich als Anzahlmafle beliebiger endli-
cher Mengen einschliellich () zu verwenden, sei das Anfangselement einer Zihlreihe N
mit 0 bezeichnet, solange nichts anderes gesagt wird. 0 wird als Anzahlmafl der lee-
ren Menge dienen. Unabhéngig von dieser Konvention behélt man im {ibrigen die freie
Entscheidung, ob man Abzdhlungen nichtleerer Mengen mit 0 oder 1 beginnen lésst.

Jedenfalls ist mit N offenbar auch N, := N{0} eine Zahlreihe, die Zdhlreihe der positi-
ven natirlichen Zahlen. Denn N, ist gegeniiber der Nachfolgeroperation abgeschlossen
(dh. n € N, = nt € N;) und hat das Anfangselement 1, weil dessen Vorgéinger ja
gerade entfernt wurde. Im PEANOschen Axiomensystem ist das Konstantensymbol 0
dann durch 1 zu interpretieren. N und N unterscheiden sich nach Satz 11.2 zwar nicht
strukturell, weil aber N eine echte Teilmenge von N ist, lassen sich N und N nicht ohne
weiteres identifizieren. Ganz allgemein ergibt sich aus den nachfolgenden Strukturunter-
suchungen leicht, dass ein beliebiges Anfangsstiick einer Zahlreihe einfach weggelassen
werden kann, ohne die Struktur der Zahlreihe dadurch zu zerstoéren.
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Wegen seiner herausragenden Bedeutung beweisen wir zuerst den beriihmten Rekur-
sionssatz, auch DEDEKINDscher Rechtfertigungssatz genannt. Dieser Satz wird nicht
selten als unmittelbar einsichtig erachtet und bleibt oft unerwéihnt. So wurde der Satz
bereits in Abschnitt 2 bei der Definition der Potenz verwendet. Solange man mit natiirli-
chen Zahlen und Funktionen naiv umgeht, erwéchst hieraus kein Problem. Sobald man
aber die in diesem Satz vorkommenden Begriffe im Rahmen einer Theorie prézisiert,
erfordern Aussagen, welche diese Begriffe enthalten, auch entsprechende Beweise.

Der Rekursionssatz hat insofern mengentheoretischen Charakter als er iiber Funktio-
nen redet, und diese sind spezielle Mengen geordneter Paare. Er fithrt kombinatorische
Konstruktionen auf mengentheoretische zuriick und besitzt wesentliche Verallgemei-
nerungen. Aus dieser Moglichkeit einer mengentheoretischen Reduktion sollte jedoch
keine Religion gemacht werden. Man sollte sie angemessen bewerten; denn sie 16st keine
Grundlagenprobleme, sondern verlagert diese hochstens.

Satz 11.1 (Rekursionssatz fiir N). Es sei N eine Zihlreihe, A eine Menge, a € A
und ' N x A — A eine beliebig vorgegebene Funktion. Dann existiert genau eine
Funktion f: N — A welche den folgenden Rekursionsgleichungen geniigt:

(R) fO=a ; fn"=F(n,fn), fir alle n € N.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist gerade die Aussage von Satz 2.1. Also verbleibt der
Existenzbeweis. Sei f der Durchschnitt aller Mengen P C N x A mit den Eigenschaften

(i) (0,a)eP ; (i) (n,y)€P = (n",F(n,y)eP (neN,yeA).

Dann gelten (i) und (ii) offenbar auch fiir P = f. Wir beweisen nun nacheinander die
Behauptungen (a) bis (c), von denen (c¢) die fragliche Existenzbehauptung sichert.

(a) (0,y) e f = y=a,firalley e A.

Denn sei (0,y) € f und angenommen y # a, so dass (0,a) # (0,y). Dann erfiillt auch
P := f{(0,y)} gewiss noch (i), und wegen (0,y) # (n*, F(n,y)) auch (ii). Weil f die
kleinste (i) und (ii) erfiillende Menge ist, gilt f C f{(0,y)}. Dies bedeutet aber nichts
anderes als (0,y) ¢ f. Damit wurde die Annahme y # a zum Widerspruch gefiihrt.

(b) (n*,y) € f = y = F(n,y), sofern (n,y) € f.

Denn sei (n,y), (n",y’) € f und ¢y # F(n,y). Dann gelten (i) und (ii) gewiss auch fiir
P:= f{(n",y)}. Also f C f{(nT,y)}, d.h. (n*,y) ¢ f, was ein Widerspruch ist.

(c) f ist eine (R) erfiillende Funktion von N nach A.

Dies heiit definitionsgeméf}: zu jedem n € N gibt es genau ein y € A mit (n,y) € f.
Das ist nach (i) und (a) sicher richtig fiir n = 0. Sei dies richtig fiir n und sei y dasjenige
Element mit (n,y) € f. Nach (ii) ist dann (n*, F(n,y)) € f; mehr noch, nach (b) gibt
es auch nur genau ein 3’ mit (n*,y’) € f, ndmlich ¥/ = F(n,y). Bezeichnet man nun
dasjenige y mit (n,y) € f wie iiblich mit fn, so besagt (i) fir P = f nichts anderes
als fO = a, und (ii) besagt y = fn = fn™ = F(n,y). Dies aber ist dquivalent zu
fnt = F(n, fn). Damit wurde auch (c) vollstindig bewiesen. =
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11.2 Eindeutigkeit und Existenz der Zihlreihe

Wir zeigen in Satz 11.2 zuerst, dass es bis auf Isomorphie héchstens eine Zahlreihe gibt.
Zihlreihen N und N sind damit strukturell ununterscheidbar. F igur 14 veranschaulicht
den Isomorphismus f von N auf N. Dabei werden hier nur die Anfangselemente 0 von
N bzw. 0 von N mit verschiedenen Symbolen bezeichnet. Aus der Gleichbezeichnung
der beiden Nachfolgeroperationen erwachsen keine Missverstdndnisse. Die geordneten
Paare, aus denen sich der mittels des Rekursionssatzes konstruierte Isomorphismus f
zusammensetzt, werden in der Figur durch senkrechte Pfeile dargestellt.

0 o" " nt

NI [ ] @ — e — e @ — e
. . — s s s s e e e e — . . — e s s s s s s e e
0 0" fn frt=(fm)"

Fig. 14 Der Isomorphismus zwischen Zdihlreihen

Satz 11.2 (Isomorphiesatz). Zihlreihen N und NAmit den Anfangselementen 0 bzw.
0 sind isomorph, d.h. es gibt eine Bijektion f:N — N mit f0 =0 und fn* = (fn)".

Beweis. Wir definieren die gesuchte Abbildung f von N nach N mittels Satz 11.1
durch die Rekursionsgleichungen

f0=0 ; fat=(fn)"

Dies sind zugleich die Isomorphiebedingungen, so dass nur noch zu beweisen verbleibt,
f ist bijektiv. Sei ¢:N — N analog wie f durch g0 = 0 und gn* = (gn)* definiert.
Dann gelten ¢ - f = idy® und f g = idg. In der Tat, es ist g(f0) = g0 = 0, und falls
g(fn) =n,ist auch g(fn*) = g((fn)") = (¢g(fn))™ = nt. Aus Symmetriegriinden gilt
auch f-g = idg. Ist nun fn = fm, so folgt n = g(fn) = g(fm) = m. Also ist f injektiv.
Ferner gilt f(gm) = m fiir m € N. Daher hat m beziiglich der Abbildung f das Urbild
gm, und f ist folglich auch surjektiv. m

Nach den bisher gemachten Ausfithrungen ist eine Zahlreihe strukturell zwar eindeutig
bestimmt, doch fehlt offenbar ein rigoroser Existenzbeweis. Nun ist anschaulich zwar
evident, dass z.B. eine Strichliste

eine Zahlreihe darstellt, wobei die Nachfolgeroperation das jeweilige Hinzufiigen eines
Striches zu einem Listenglied bedeutet. Wenn man aber den Versuch unternimmt, den
anschaulichen Begriff einer Strichliste exakt zu erfassen, treten allerlei Schwierigkeiten
zutage. Unsere Anschauung iiber das Unendliche ist sehr unvollkommen. Genau dies
hat ja zu den strengen Kriterien eines in sich geschlossenen Aufbaus der Mathematik
gefiihrt. Es hat sich bewé&hrt, innerhalb der Mathematik nur das als existent anzusehen,

3)idyy ist die identische Funktion auf einer Menge M, also idy;(x) = x fiir alle z € M.
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was aufgrund der mathematischen Konstruktionsprinzipien als existent nachgewiesen
werden kann. Mit diesen Prinzipien lassen sich aller Erfahrung nach auch die komplizier-
testen Erscheinungsbilder unserer Anschauung und der physikalischen Welt modellieren,
ganz sicher also ein so banales Beispiel wie eine Strichliste.

Aber hat sich die Frage der Existenz einer Zahlreihe mit dem Hinweis auf die Strichliste
nicht schon erledigt? Hier verbirgt sich leider wie hdufig das Problem im Detail. Selbst
wenn man philosophischen Konzeptionen folgt, welche das Anschauliche vor die gedank-
liche Abstraktion stellen, ist nicht sichergestellt, ob iiber die unbegrenzte Strichliste als
ganzes liberhaupt geredet werden darf, z.B. weil diese grundsétzlich nicht vollsténdig
herzustellen ist. Unsere Vorstellung iiberschreitet hier klar physikalische Grenzen. Es
treten hierbei dieselben Probleme zutage, auf die in 10.1 im Zusammenhang mit der
Betrachtung materieller Gréfenbereiche bereits aufmerksam gemacht wurde.

Die mengentheoretische Konstruktion einer Zahlreihe ist hingegen recht einfach. Das
liegt an der simplen Bauart des Begriffs, der nur die Grundeigenschaften des Zahlens
formalisiert und iiber Operationen wie Addition oder Multiplikation gar nicht redet.
Eine raffinierte, heute zum Standard gewordene Konstruktion dieser Art wurde 1925
von J. v. NEUMANN (1903 — 1957) angegeben. Sie eignet sich gleichermafien zur Kon-
struktion transfiniter Zahlen, siehe etwa [7].

Die v. NEUMANNsche Ziahlreihe w sei definiert als Durchschnitt aller Mengen 2 mit
den Eigenschaften ) € Q und z € Q = zUx € Q. Dass es eine Menge mit die-
sen Eigenschaften iiberhaupt gibt, ist gerade die heute meist iibliche Formulierung des
Unendlichkeitsaxioms. ) ist Anfangselement von w, also 0 := (), und n* := nUn sei der
Nachfolger von n € w. Also 0" =0U0=0, 0t* =0TUO0" =0,0" usw.

Die Giiltigkeit der Axiome (PI) und (PIII) fiir w ist unmittelbar klar. Nur bei (PII) muss
man rechnen. Zuerst zeigt man induktiv iiber n € w, dass n transitiv ist, was heiflen
soll y € x € n = y € n, oder gleichwertig, jedes Element von n ist auch Teilmenge von
n. Dies ist trivial fiir n = (), und ist n transitiv, so auch nUn. Denn ist x € nUn, etwa
x € n, und daher auch x C n, ist auch x C n Un; fiir z = n ist ebenfalls x C n U n.
Hieraus ergibt sich leicht (PII). Denn sei n Un = m Um und etwa n # m. Dann ist
n € mund m € n. Weil n transitiv ist, folgt n € n. Dies aber widerspricht dem induktiv
beweisbaren Fakt n ¢ n: Gewiss ist 0 ¢ 0. Sei n ¢ n gemaB Induktionsannahme und
etwa nt € n*. Dann ist n Un = n was n € n widerspricht, oder n Un € n, also
n € nUn € n, was wegen der Transitivitdt n ¢ n gleichermafien widerspricht.

Wir haben damit insgesamt gezeigt, dass es bis auf Isomorphie genau eine Zahlreihe N
gibt. Es ist unnétig, iber die Natur der Elemente von N Festlegungen zu treffen, weil
wir nur von den Struktureigenschaften von N Gebrauch machen werden. Man darf also
die v. NEUMANNsche Definition im Prinzip wieder vergessen®. Von nun an bezeichnen
wir auch die Elemente von N in iiblicher Weise mit 0,1,2,..., also 1 =07, 2 = 1T usw.

4)Man kénnte jedoch auch einen Schritt weitergehen und spezielle Eigenschaften von w ausnutzen.

Zum Beispiel lasst sich im v. NEUMANNschen Modell der Mengenterm O, ...,n ohne Umschweife als
die Menge n™ definieren. Dies vereinfacht aber nicht die Betrachtungen im n#chsten Teilabschnitt.
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11.3 Die Anordnung der Zihlreihe

Jedermann hat die lineare Anordnung der Zahlreihe geméafl der sukzessiven Erzeugung
ihrer Elemente sichtbar vor Augen. Doch ist das Vorhandensein einer derartigen Ord-
nung exakt zu bestdtigen, und dies ist weniger einfach, als man auf den ersten Blick
vermutet. Selbst DEDEKIND, der den Mathematikern diese und dhnliche Beweisnot-
wendigkeiten erst ins Bewusstsein rief, hat in [6] diese spezielle Aufgabe unterschétzt.
Nicht nur die Auswahl von Eigenschaften der Zahlreihe, die hier zum Erfolg fiihren,
auch die Reihenfolge ihrer Beweise ist wichtig. Wir beginnen mit der Definition des
Terms 0, ...,n, den wir genau unter die Lupe nehmen werden.

Definition. Der von n € N bestimmte Anfang A, C N werde rekursiv erklart durch
Ay =0, A,+ = A, Un". Der Anfang A,, wird auch mit 0, ..., n bezeichnet.

Stets ist n € A,. Offenbar ergibt sich A; = 0,1, Ay = 0,1,2 usw. Figur 13 in 11.1
vermittelt eine anschauliche Vorstellung von dem durch eine Zahl n € N bestimmten
Anfang A, = 0,...,n. Esist plausibel, dass A,, eine im naiven Sinne endliche Teilmenge
von N ist. Aber auch dies kann erst dann wirklich bewiesen werden, wenn der Begriff
endlich klar gefasst worden ist, was in 11.4 geschehen wird. Auch erst dann ldsst sich
nachweisen, dass N selbst nicht endlich ist.

Einige der im folgenden Lemma formulierten Eigenschaften sind trotz der Schreib-
weise A, = 0,...,n keineswegs so einleuchtend wie sie aussehen. So lisst sich z.B.
n™ & 0,...,n sicher nicht fiir alle n direkt verifizieren. Nur rigorose Beweise kénnen
zweifelsfrei bestétigen, dass préizise Definitionen das Gemeinte tatséchlich erfassen.

Lemma. Fiir alle n,m € N gelten
(1) 0€A,, (2) mT €A, = mcA,,
(3) nt ¢ A,, (4) m#ne A, = nt €A,
(5) Ay=An=>n=m, (6) A, C A, = A+ CA,.

Beweis. (1): Beweis durch Induktion tiber n. Dies ist klar fiir n = 0. Ist 0 € A, so gilt
sicher auch 0 € A,,+, einfach weil A, C A,,+.

(2): Beweis durch Induktion iiber n. Klar fiir n = 0, weil niemals m™ € Ay = 0. Sei
mt € A,+. Im Falle m* € A,, ist m € A,, C A,,+ nach Induktionsannahme. Falls aber
m*™ =n™, ist m = n und daher m € A,, C A,+, also gleichwohl m € A,+.

(3): Beweis durch Induktion iiber n. Es ist 07 ¢ Ay = 0, weil 07 # 0. Sei n™ & A,,.
Dann ist auch n™* & A, — sonst wire n™ € A, nach (2), entgegen Annahme.Weil auch
ntt # n*, folgt die Induktionsbehauptung n™+ & A,, = A, Un™.

(4): Beweis durch Induktion tiber m. Die Behauptung ist trivial fiir m = 0, weil kein
n mit 0 £ n € Ay = 0 existiert. Induktionsschritt: m™ # n € A,, Um™ ergibt offenbar
n € A,,. Daher ist entweder m = n oder aber m # n € A,, und damit n* € A,, gemif
Induktionsannahme. In beiden Féllen ist dann aber n™ € A,, Um™ = A,,+.
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(5): Sei A, = A,,. Dann ist n € A,,, und n* ¢ A, = A,, nach (3). Daher n = m, denn
wire m # n (€ A,,), wiirde sich nach (4) der Widerspruch n* € A,, = A,, ergeben.

(6): Sei A, C A,,. Um A+ C A, zu beweisen, geniigt es n* € A,, zu zeigen. Wegen
A, CA,istm#neA, CA, gemif (5), alsont € A,, nach (4). =

Man konnte den Anfang A,, auch explizit definieren, und zwar als die kleinste Teilmenge
von N, die das Element n enthilt und mit jedem Element dessen Vorgénger, sofern
ein solcher existiert. Aber wir halten uns damit nicht auf und kommen sogleich zum
Hauptresultat dieses Teilabschnitts.

Satz 11.3 (Anordnungssatz). Sein < m in N definiert durch n < m < A, C Ap,.
Dann ist die Relation < eine Anordnung der Zihlreihe N.

Beweis. < ist offensichtlich transitiv. Zum Beweis der Vergleichbarkeit V (siehe 2.1)
beachte man zunéchst, dass sich die Félle m < n, m = n, m > n geméf Definition von
< sicher ausschlieflen. Wegen (5) im Lemma geniigt es daher n < m oder m < n, d.h.

(x) Fir alle n,m: A, C A, oder A,, C A,

zu beweisen. Sei M = n e N| A, C A, oder A, C A,,, fir alle m € N. Wir zeigen
M = N induktiv {iber n, was offenbar nichts anderes besagt als (x). Sicher ist 0 € M;
denn 0 € A, fiir jedes m, d.h. Ay C A,,, und damit erst recht 0 € M. Sein € M
geméfl Induktionsannahme, also A, C A, oder A,, C A,, fiir beliebiges m. Im Falle
ist A, C A, ist A,+ C A, nach (6); im Falle A4,, C A, ist offenbar A,, C A,+. Also
A+ C A, oder A,, C A,+ in jedem Falle. Folglich ist auch n* € M. Damit ist M = N
und der Satz ist bewiesen. m

Die so konstruierte Ordnung von N heifit die natirliche. Diese ist — unter uniibersehbar
vielen weiteren Anordnungsméglichkeiten von N — eindeutig gekennzeichnet durch

(7) n<nT firallen € N,

Ubung 1. Eigenschaft (7) gilt, weil A, C A,+ und n* ¢ A, nach (3), also 4, C A,+.
Man vermerke, (6) ldsst sich auch schreiben als n < m = n* < m, d.h. zwischen n und
n't liegen keine Elemente. Das ergibt n < m = n™ < m™, und wegen der Vergleich-
barkeit gilt dann auch die Umkehrung hiervon. Wir erwédhnen noch das niitzliche

Korollar. A,, =n € N |n < m. Insbesondere ist damit m griofstes Element in A,,.

Beweis. Es ist zu zeigen n < m < n € A,,, oder gleichwertig A, C A,, & n € A,,.
Die Richtung = ist wegen n € A, trivial. Sei umgekehrt n € A,,. Ware A,, € A,,, so
wire A, C A, nach Satz 11.3. Daher m # n € A,,. und so n* € A,, C A, nach (4),
ein Widerspruch zu (3). =

Bemerkung. Die obige Konstruktion der Anordnung natiirlicher Zahlen liee sich nicht un-
erheblich vereinfachen, wenn n < m in w durch n € m definiert wird. Die €-Relation auf w
stellt ndmlich schon eine Anordnung von w dar. Dieses Vorgehen wire jedoch ein Stilbruch
insofern, als im axiomatischen Begriff der Z#hlreihe ja von Anordung keine Rede ist.
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Die natiirliche Anordnung von N hat dariiber hinaus zwei weitere, fiir zahlreiche An-
wendungen wichtige Besonderheiten, ndmlich

(8) Jede nichtleere beschrankte Teilmenge von N hat ein groites Element,
(9) Jede nichtleere Teilmenge M C N hat ein kleinstes Element.

Zum Beweis von (8) vergegenwiértige man sich zuerst, dass jede nichtleere Teilmenge M
von A, ein groBtes Element hat. Dies ist klar fiir Ag = 0. Ist M C A,,+, so ist entweder
M C A, und M hat ein grofites Element geméfl Induktionsannahme — oder aber es
ist nt € M, in welchem Falle offenbar n™ grofites Element von M ist. Hieraus ergibt
sich unmittelbar (8). Denn ist M C N durch n beschriankt, so ist M C A,, nach dem
Korollar und hat damit ein grofites Element.

Von (9) spricht man als der Wohlordnung von N. Allgemein heifit eine geordnete Menge
wohlgeordnet, wenn jede ihrer nichtleeren Teilmengen ein kleinstes Element hat. Jedes
A, ist wohlgeordnet. Das ist klar fiir Ayg und gilt dies fiir A,, so auch fiir A,+. Denn
sei ) # M C A,+. Der interessante Fall ist M N A,, # (). Diese Menge hat ein kleinstes
Element nach Induktionsannahme welches dann offenbar auch kleinstes Element in M
ist. Daraus folgt sofort (9). Denn ist n € M C N, so hat A, N M ein kleinstes Element
und dieses ist nach dem Korollar zugleich das kleinste Element von M.

(8) und (9) implizieren direkt, dass (N, <) diskret geordnet ist, d.h. jeder Schnitt ist ein
Sprung. Denn ist (U, V') ein Schnitt von N, so hat U nach (8) ein gréfites, und V' nach
(9) ein kleinstes Element. Es gilt dariiber hinaus, dass (N, <) bis auf Isomorphie die
einzige diskret geordnete Menge mit kleinstem und ohne gréftes Element ist, Ubung 5.
Dies ist eine bekannte ordnungstheoretische Charakterisierung von N.

11.4 Abzihlungen endlicher Mengen

Es ist wohlbekannt, dass sich Mengen ohne zu zdhlen hinsichtlich ihrer Anzahl (oder
wie man auch sagt, ihrer Machtigkeit) vergleichen lassen. Historisch gesehen war es
jedoch ein bedeutender Fortschritt, Mengen zu zdhlen, statt sie durch direkte Zuord-
nung ihrer Elemente hinsichtlich ihrer Anzahl zu vergleichen. So kam z.B. ein Tausch-
geschift zwischen einem Viehziichter und einem Ackerbauern der Urgesellschaft durch
einen Austausch von Informationen (iiber die Anzahl der zu tauschenden Schafe und
Scheffel Korn) zustande, nicht durch eine hochst beschwerliche direkte Gegeniiber-
stellung der Tauschobjekte. Dieser Austausch von Informationen iiber Anzahlen ist
eine entscheidende Voraussetzung fiir organisierte Arbeitsteilung, ohne die sich auch
frithzeitliche Kulturen nicht hétten entwickeln kénnen.

Mit der Zahlreihe z&hlt man im Regelfalle die Elemente nichtleerer Mengen (gegen die
leere Menge ist nichts einzutauschen). Das suggeriert, das erste Element der Zahlreihe
fiir die Zahlung der Einermengen, den ,kleinsten® nichtleeren Mengen, zu verwenden.
Es ist aber bequemer, das erste Element 0 der Zéhlreihe N als Anzahl der leeren Menge
zu reservieren und Zahlungen nichtleerer Mengen mit 1 zu beginnen. Das entspricht



11.4. ABZAHLUNGEN ENDLICHER MENGEN 127

auch der traditionellen Zahlweise. Wir bedienen uns hier also der Zéhlreihe N, mit
dem ersten Element 1. Deutlicher Unterscheidung wegen sei der durch n bestimmte
Anfang von N, mit A bezeichnet, also A} =1,...,n. AuBerdem sei AJ := 0.

Eine Abzihlung von M (# ()) mittels 1,...,n sei nun nichts anderes als eine Bijektion
a von Al auf M. Etwas genauer: « heifle eine Abzihlung von M der Linge n. Wir
schreiben «; fiir (i) und bezeichnen « auch durch (o), als Abkiirzung fiir (a;)1<;<p.
Ist a; = a, so heile ¢ auch die Nummer von a bei . Man kann sich eine Abzdhlung
von M veranschaulichen, indem man jedem a € M seine Nummer bildlich gesprochen
,anheftet. Es ergibt sich so in natiirlicher Weise folgende

Definition. Eine Menge M heifit endlich, wenn M = () oder wenn es ein n € N, und
eine Abzdahlung von M der Lange n gibt. Andernfalls heiit M unendlich.

Die Ausnahmerolle von M = () in dieser Definition lisst sich vermeiden, indem man
erklért, («;)o := () sei eine Abzihlung von M = () der Lénge 0 (die ,,leere Abzidhlung®).
Alle Einermengen a sind endlich, denn 1 + a ist Bijektion von Af auf @ und damit
Abzdhlung von a der Léange 1. Zweiermengen a,b (mit a # b) sind endlich, denn die
Abbildung o mit a; = a und ay = b ist Abzédhlung von a, b der Lénge 2. Allgemein gilt:
Ist @« = (@), Abzdhlung von M und a & M, so ist (a;),+, die ,, Verldingerung“ von «
mit a,+ = a, Abzihlung von M U a der Linge nt. Kurzum, ist M endlich, so auch die
durch Hinzufiigen eines beliebigen Elements zu M entstehende Menge.

Nach dieser Definition sind endliche Mengen genau diejenigen, die Abzdhlungen einer
gewissen Lénge n besitzen. Es gibt aber auch viele andere Definitionen. Die einfachste
stammt von DEDEKIND; sie benutzt den Begriff der natiirlichen Zahl {iberhaupt nicht:
M heiflt endlich, wenn jede Injektion von M in sich eine Bijektion ist.

Anschaulich ist klar, dass verschiedene Abzéhlungen ein und derselben endlichen Menge
M sdmtlich von gleicher Lange sind. Dies besagt folgender Satz, ein Musterbeispiel
dafiir, dass eine physikalische Beobachtung eine rein mathematische Erklarung hat.

Satz 11.4 (Z&ahlsatz). Sind (o), und (3;)m Abzihlungen von M, so ist n = m.

Beweis durch Induktion iiber n. Die Behauptung ist klar fiir n = 0, denn die leere
Menge und nur diese hat die Abzihlungsldnge 0. Sei die Behauptung fiir n € N als
richtig angenommen und o = (a;),+ Abzdhlung einer Menge M der Lange nt. Ist 3 eine
andere Abzihlung von M, so hat (3 jedenfalls nicht die Lénge 0, also 8 = (f3,),,+ fiir ein
gewisses m € N. Es ist m™ = n™ zu beweisen. Betrachten wir zunichst den Sonderfall,
dass a,+ = f,,+ und sei a := a,+ (= §,,+). Dann sind (a;),, und (f,),, Abzéhlungen
von M\{a}. Daher ist m = n gemif Induktionsannahme, also auch m™ = n*. Der
allgemeine Fall wird nun auf den soeben behandelten Spezialfall zuriickgefiihrt. Sei
a:= ap+ = 8, und b := (3, ;. Es entstehe 3 aus 3 durch Vertauschen der Nummern
von a und b, d.h. es sei 3+ = a, §;, = b und 3, = 3, sonst. 3’ ist offenbar Abzihlung
von M derselben Lange wie 3 und hat nach dem Sonderfall dieselbe Lénge wie ov. Damit
haben auch a und ( dieselbe Linge. m
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Unter der mit | M| bezeichneten Anzahl oder Kardinalzahl einer endlichen Menge M # ()
versteht man die nach letztem Satz eindeutig bestimmte Lénge einer Abzéhlung von
M. Ferner sei |0] = 0. Ist |[M| = n, so heifit M auch n-zahlig. Die Einermengen sind
einzahlig, die Zweiermengen zweizahlig usw. Zu jedem noch so grofien n (> 0) gibt es
eine n-zahlige Menge; z.B. ist |A}| = n, denn id,+ ist Abzihlung von A} der Lénge n.

Mengen M, N heiflen gleichmdchtig, symbolisch M ~ N, falls eine

Bijektion von M auf N existiert. Fiir endliche M, N ist dies gleich- M a1
wertig zu |[M| = |N|, also |[M| = |N| < M ~ N. Denn sind «, 3 AA*
Abzihlungen von M bzw. N gleicher Linge, so ist ¢ = 3+ a~! Bi- L
jektion von M auf N, wie sie die nebenstehende Figur verdeutlicht. > B
Umgekehrt liefern eine Abzdhlung a von M zusammen mit einer N
Bijektion ¢: M — N die Abzéhlung § = ¢ - a von N. Auch fiir unendliche Mengen er-
fordert die Gleichméchtigkeitsdefinition keinen Zahlbegriff. Dieser kommt erst ins Spiel,
wenn ein Maf fiir den Umfang einer Menge benotigt wird.

Was endliche Mengen angeht, so sind neben dem Zé#hlsatz die beiden folgenden Séatze
fiir eine anschauungs-konforme Erkldrung der arithmetischen Operationen wichtig.

Satz 11.5. Mit M ist auch jede echte Teilmenge U C M endlich und es ist |U| < |M].

Beweis durch Induktion iiber n = |M|. Fiir n = 0 (also M = (}) ist die Behauptung
klar. Sei diese fiir alle n-zahligen Mengen vorausgesetzt, («;),+ Abzéhlung von M der
Lange n™ und a = a,+. Dann ist (o), Abzihlung von M~ := M\{a}, also |M~| = n.
Fall 1: U € M~. Dann ist gemifl Induktionsannahme U endlich und dariiber hinaus
gilt |U] <n <n*. Fall 2: @ € U. Dann ist U~ := U\{a} C M~. Also ist U~ endlich
und damit auch U = U~ U a. Ferner ist [U~| < n, also |U| =|U~|T <nt. =

Dieser Satz ist charakteristisch fiir endliche Mengen M und geht fiir unendliche Mengen
verloren, wie das Beispiel von N zeigt. © : N — N7 ist Bijektion, obwohl N* C N.
Entsprechendes ist fiir endliche Mengen M ausgeschlossen; denn M ~ U C M impliziert
|U| = | M|, womit U nach Satz 11.5 keine echte Teilmenge von M sein kann. Zugleich
wurde gezeigt, dass jede Injektion von M in sich eine Bijektion ist. Die DEDEKINDsche
Endlichkeitsdefinition ist also eine Folge der unseren. Erwartungsgemaf gilt auch

Satz 11.6. Sind M, N endlich, so auch M U N. Dasselbe gilt fiir M x N.

Beweis durch Induktion tiber n = |N|. Fiir n = 0 ist dies klar, weil M U@ = M. Sei

nun (a;),+ Abzédhlung von N und a := o+, sowie N~ = N\{a}. Dann ist N~ n-zahlig

und M U N~ nach Induktionsannahme endlich. Dann gilt aber dasselbe auch fiir
MUN=MU(N"Ua)=(MUN")Ua.

Die Endlichkeit von M x N folgt analog. Fiir n = 0 ist M x N leer. Sonst sei a € N wie
oben, N~ := N\{a}, so dass M x N~ geméif Induktionsannahme endlich ist. Dasselbe
gilt wegen M ~ M x a nach dem bereits Bewiesenen dann auch fiir M x N, denn

MxN=Mx(N"Ua)=MxN)U(M xa). m
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11.5 Der kardinale und der ordinale Aspekt

Die in 11.4 ausfiihrlich dargelegte Rolle der natiirlichen Zahlen als Anzahlmafe endli-
cher Mengen sei als ihr kardinaler Aspekt bezeichnet, und zwar im Unterschied zu ihrem
ordinalen Aspekt, der sich wie folgt beschreiben lasst:

Jede Abzahlung « einer endlichen nichtleeren Menge M aus n Elementen induziert auf
natiirliche Weise eine mit <, bezeichnete Anordnung von M, indem man erklért

Q <qQj & 1<] (i,j€1,...,n).

Mehr noch, jede Anordnung < von M (# ()) rithrt her von einer Abzihlung o von
M, ist also mit <, fiir geeignetes a identisch (Ubung 3). Auch M = () lsst sich hier
einbeziehen, wenn man vereinbart, die leere Paarmenge eine ,Anordnung“ von ) zu
nennen und diese mit <y zu bezeichnen. Der Beweis von < = <, fiir geeignetes «
benutzt wesentlich, dass M im nichtleeren Falle beziiglich einer beliebig vorgegebenen
Anordnung ein gréfites Element besitzt. Dies ist induktiv iiber die Anzahl der Elemente
von M leicht nachweisbar, beginnend mit dem Trivialfall [M| = 1.

Offenbar ist die Art der Abzdhlung ohne Bedeutung, wenn es nur um den Anzahl-
vergleich oder die blofle Feststellung der Anzahl geht. Andererseits konnen bestimmte
Abzéahlungen in bestimmten Zusammenhéngen relevant sein, etwa die Abzéhlung der
Waggons eines Reisezuges, sagen wir von vorn nach hinten. Je nach dem Grad der Re-
levanz tritt der ordinale Aspekt der natiirlichen Zahlen mehr oder weniger deutlich in
den Vordergrund. Dieser Doppelaspekt der natiirlichen Zahlen manifestiert sich in mehr
oder weniger deutlich unterschiedenen Namen fiir natiirliche Zahlen in ihrem kardina-
len oder ordinalen Gebrauch. Im Deutschen gibt es eine wortstammige Unterscheidung
fiir 1, die Fins, das Erste; in den romanischen und slawischen Sprachen z.B. ist diese
Unterscheidung auch noch fiir 2 klar ausgeprigt (etwa dwa=zwei und drugy=zweite
im Polnischen). Die sprachliche Angleichung ab 3 deutet darauthin, dass die Erkennt-
nis, wonach der kardinale und ordinale Gebrauch natiirlicher Zahlen nur zwei Aspekte
derselben Sache sind, sich frithzeitig im menschlichen Bewusstsein manifestiert hat.

Dass neben den natiirlichen Zahlen weitere endliche Ordinalzahlen nicht erforderlich
sind, liegt daran, dass eine endliche Menge M im wesentlichen auf nur eine Weise
geordnet werden kann. Genauer, (M, <) und (M, <’) sind isomorph, wie immer die
Anordnungen < und <’ von M beschaffen sind. Denn sei < = <, und <’ = < (siehe
oben). Nach dem Zé#hlsatz sind o und 3 gleichlang, und deshalb ist «; — (3, ein Iso-
morphismus. Damit sind (M, <) und (N, <’) auch dann isomorph, wenn nur M ~ N.

Lange vor CANTOR war den Mathematikern klar, dass sich die Verhéltnisse bei dem
Versuch, das scheinbare Chaos des Unendlichen zu durchdringen und auch unendliche
Mengen sinnvoll zu zédhlen, vollkommen verdndern. CANTOR hat, im wesentlichen nur
unterstiitzt von DEDEKIND, diese Aufgabe konsequent in Angriff genommen. Von CAN-
TOR stammen die Begriffe der transfiniten Kardinal- und Ordinalzahlen, die jeweils fiir
sich sinnvolle Verallgemeinerungen der natiirlichen Zahlen darstellen.
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Beide Arten von Zahlen miissen aber deutlich voneinander unterschieden werden. Eine
unendliche Menge M hat, wie CANTOR bewies, iiberabzdhlbar viele paarweise nicht-
isomorphe Wohlordnungen und jede dieser Wohlordnungen entspricht einer speziellen
ordinalen Abzdhlung von M. Zum Beispiel kann man N auch wohlordnen, indem man
erklart n < 0 fiir alle n # 0, also willkiirlich 1 < 2 < 3 < ... < 0 setzt. Beziiglich dieser
Wohlordnung wére 1 das kleinste, 0 jedoch das grofite Element. Die zur Standard-
Wohlordnung von N gehorende Ordinalzahl pflegt man mit w zu bezeichnen, und die
Ordinalzahl der soeben kiinstlich konstruierten Wohlordnung mit w + 1.

Lediglich die Kardinalzahl |M| von M ist durch M selbst eindeutig bestimmt. Man
definiert diese so, dass |M| = |N| < M ~ N, und erhilt so ein vielfach niitzliches Ma8
auch fiir den Umfang unendlicher Mengen. Auch die transfiniten Kardinalzahlen lassen
sich in natiirlicher Weise ordnen und sogar wohlordnen. Deren kleinste ist die mit Ng
bezeichnete Kardinalzahl der abzdhlbaren (unendlichen) Mengen, also |N| = X,. Leider
weifl man bis heute nicht, welchen Platz |R| in dieser Ordnung einnimmt. Denn die zu
Beginn des 20. Jahrhunderts formulierten allgemein akzeptierten mengentheoretischen
Axiome lassen nachweislich keine Entscheidung iiber diese Frage zu. Im wesentlichen
weifl man nur, dass R dberabzihlbar ist, also [R| > R.

11.6 Arithmetik der natiirlichen Zahlen

Wir definieren nun Summe und Produkt natiirlicher Zahlen und erbringen den in un-
serem Aufbau des Zahlensystems noch fehlenden Nachweis, dass N einen &£-Bereich
bildet.

Definition. Die Summe m + n der Zahlen m,n € N sei erkliart als |M U N|, wobei
M, N disjunkte Mengen sind mit |M| = m und |N| = n.

Diese Erklédrung ist sinnvoll. Denn wegen Satz 11.6 ist M U N wieder endlich und nach
Satz 11.4 ist die Erkldrung unabhéingig von der Wahl von M und N. Man hat sich
zudem davon zu iiberzeugen, dass fiir irgend zwei gegebene Zahlen m,n € N disjunkte
Mengen M, N mit |M| = m und |N| = n auch wirklich existieren. Fiir m = 0 oder n = 0
ist dies klar und es ist 0+n = n+0 = 0. Fiir m,n € N; wihle man M = (4,0) | i € A}
und N = (i,1) | i € A}, Dann ist |M| = m, |[N| =n und M NN = () wie verlangt. Mit
der Wahl M =1,...n und N = n" erkennt man iibrigens sofort n* =n + 1

Aus der Erklirung der Addition ergeben sich unmittelbar die Axiome N, KT AT aus
Abschnitt 2. Zum Beispiel gilt m +n = n 4+ m, weil M UN = N U M, fiir beliebige
Mengen M, N. Auch verifiziert man leicht Axiom E: Sei m + k = n fiir k£ # 0, sowie
m = |M|, k = |K| und M N K = (. Dann ist n = |M U K| und somit m < n nach
Satz 11.5, weil M echte Teilmenge ist von M U K. Umgekehrt ergibt sich ein k& # 0
mit m + k = n fiir den Fall m < n als k := |A}\ A} |. Fast scheint es, als lieBen sich
die arithmetischen Gesetze rein logisch begriinden; genau hier liegt die Wurzel des zu
Beginn dieses Abschnitts erwdhnten FREGEschen Logizismus.
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Die Multiplikation fiihrt man auf sehr natiirliche Weise iiber das Kreuzprodukt ein.

Definition. Das Produkt m - n der Zahlen m,n sei erklart als |[M x N|, wobei M, N
(nicht notwendig disjunkte) Mengen sind mit |M| = m und |N| = n.

Aus entsprechenden Eigenschaften des Kreuzproduktes ergeben sich unmittelbar die
Eigenschaften N*, K* A* F und auch D. Die Beweise sind so einfach, dass wir sie
iibergehen kénnen. Fiir K* zum Beispiel beachte man, dass eine natiirliche Bijektion
zwischen |M x N| und |N x M| besteht, indem man dem geordneten Paar (a,b) € M x N
das Paar (b,a) € N x M zuordnet. Folglich sind beide Mengen gleichzahlig.

Damit sind wir jetzt dort angelangt, wo wir in Abschnitt 2 begonnen haben. Es ist der
Faden gekniipft, der von den Mengen iiber die natiirlichen zu den reellen Zahlen und
damit zur Analysis fithrt. Wir beweisen zum Abschluss nur noch folgenden Satz, auf
dem fiir den Fall ¢ = 10 die elementaren Rechenalgorithmen mit natiirlichen Zahlen
beruhen, und der auch aus anderen Griinden ziemlich wichtig ist.

Satz 11.7 (iiber die g-adische Darstellung natiirlicher Zahlen). Sei g € N und
g > 2. Dann gibt es zu jedem positiven k eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen n und
205520 < g mit 29 # 0 derart, dass

(10) k= zogn + Zlgn—l + ...+ 2p—19 + 2n (: Zign Zig"_i).

Beweis. Dies ist offenbar richtig fiir alle £ < g, mit n = 0 und 2y = k. Sei nun k£ > g
und die Behauptung fiir alle positiven Zahlen < k vorausgesetzt . Nach dem Satz von
der Division mit Rest (Ubung 6) ist (a) k = ¢ - g + r fiir gewisse ¢,7 € N mit r < g.
Wegen k > gist ¢ # 0, also ¢ < ¢-2 < q-g < k. Also gibt es geméfl Induktionsannahme
eine Darstellung (b) ¢ = >_._, z:¢g" " Dann ergeben (a) und (b) mit z,41 := 7 offenbar

k= (200" +...+2,)9+7=20g""" + ...+ 209 + Zns1,

also eine Darstellung der gewiinschten Art. Auch ist diese Darstellung eindeutig. Denn
sei k = 2)g™ + ...+ 2,,_19 + 2, nebst (10) eine weitere Darstellung von k. Division
mit Rest durch g ergibt wegen deren Eindeutigkeit offenbar z, = 2/, womit nach
Subtraktion von z, und anschlieender Division durch g sowohl die Behauptung n = m
als auch die Behauptung z; = 2/ fiir alle ¢ < n auf die Induktionsvoraussetzung einer

eindeutigen Darstellung kleinerer Zahlen zuriickgefithrt wird. m

In der Darstellung (10) heien 2o, ..., z, (genauer, deren Symbole) auch die g-adischen
Ziffern von k und man schreibt k meistens in der Weise (2921 - - - 2,),. Der Beweis des
Satzes liefert offenbar ein Verfahren zur schrittweisen Berechnung der g-adischen Ziffern
mittels Division mit Rest (ein bequemeres Verfahren, der g-adische Divisionsalgorith-
mus, wird in 8.2 behandelt). So ergibt sich fiir ¢ = 8 zum Beispiel

2000 =250-8=(31-8+2)-8=((3-8+7)-8+2)-8=3-8+7-8+2-8+0.
Das Jahr 2000 triige im Oktalsystem also die klanglose Jahreszahl 37205g.

5)Wir verwenden hier eine Form der vollstéindigen Induktion, die sich aufgrund der in 11.3 nachge-
wiesenen Wohlordnung von N leicht rechtfertigen lédsst. Siehe Ubung 2.
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ABSCHNITT 11. ANHANG - DIE NATURLICHEN ZAHLEN

11.7 Ubungen

1.

Man zeige: die natiirliche Anordnung von N ist die einzige Anordnung von N mit
der Eigenschaft n < n* fiir alle n € N.

Man rechtfertige die folgende, z.B. im Beweis von Satz 11.7 verwendete Variante
der vollstindigen Induktion: Se: M eine Menge natiirlicher Zahlen derart, dass
fiir alle m: wenn k € M fiir alle k < m, ist auch m € M. Dann ist M = N,

Sei M endlich und geordnet durch <. Man zeige, <= <, fiir eine geeignete
Abzahlung o von M. Abzdhlungen und Ordnungen entsprechen einander.

. Man beweise die Aquivalenz folgender Bedingungen fiir beliebige Mengen M, die

eine weitere, vom Zihlen unabhéngige Definition endlicher Mengen liefert:
(i) M ist endlich,

(ii) Es gibt eine Anordnung von M, in der jede nichtleere Teilmenge von M ein
kleinstes und ein grofites Element besitzt.

Man zeige: (N, <) ist bis auf Isomorphie die einzige diskret geordnete Menge mit
kleinstem und ohne grofites Element. Ferner zeige man: (Z, <) ist bis auf Isomor-
phie die einzige diskret geordnete Menge ohne kleinstes und grofites Element.

Man beweise den Satz von der Division mit Rest: Zu jedem g € N und
k € N gibt es genau ein Paar natirlicher Zahlen q,v mit k =q-g+nr und r < g.

Man beweise die folgende modifizierte g-adische Darstellbarkeit natiirlicher
Zahlen > 1, in der die Ziffer 0 nicht, dafiir aber eine Ziffer fiir g bendtigt wird:
Jedes k > 1 hat eine eindeutige Darstellung k =, 2,g" " mit 1 < z; < g. Hier
ist auch g = 1 zugelassen; man erhilt so die ,Strichlistendarstellung® in 11.2.
Mit einer Ziffer fiir ¢ = 10 (etwa Z) ergibt sich eine quasidezimale Darstellung.
Sie ist 6konomischer als die dezimale. Die ersten 110 positiven Zahlen in dieser
Darstellung sind 1,...,9,7,11,...,19,1Z,21,...,99,9Z,71,...,7Z7Z (= 110).

Sei N die Zahlreihe, m € N und f,, : N — N gemé&fl Rekursionssatz definiert durch

fm0=m 5 fon® = (fun)".
Man erkldare m + n := f,,n und beweise auf der Grundlage dieser Definition das

Assoziativgesetz AT und das Kommutativgesetz KT. Das Analoge lisst sich fiir
die Multiplikation beweisen, mit m - n := g,,n; dabei ist fiir festes m

9n0=0 ; gnn" = gun+m.

Dies sind die von DEDEKIND in [5] vorgeschlagenen Reduktionen der arithmeti-
schen Grundoperationen auf die Nachfolgerfunktion.

6)Man beachte, dass die Voraussetzung auch die Giiltigkeit von 0 € M sichert. Denn es gilt k € M
fiir alle m < 0 trivialerweise, weil es keine natiirlichen Zahlen m < 0 gibt. In der Praxis bedeutet dies
jedoch meistens, dass 0 € M explizit nachgewiesen werden muss.
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Losungen der Ubungen

Abschnitt 2

1. b > ¢ impliziert a+b > ¢. Also ist a + b — ¢ wohlerkldrt und (5) folgt mit K, At aus
ct+(a+(b—c)=a+c+ (b—c)=a+0. Fir (6) und (7) geniigt es, die Richtung von
rechts nach links zu zeigen, die sich gemafi M durch Addition von b bzw. ¢ ergibt. (8)
folgt mit (5) aus b+c+(a—b—c) =b+ (c+ (a—b) —c) = b+a—b = a. Ahnlich folgt
(9); denn wegen ¢+ (b—c¢) =bist b — (b—¢) = ¢ fiir b > ¢, mit (5) ergibt sich also

b+(a—(b—-c)=a+b—(b—c)=a+c
2. Induktion iiber k ergibt leicht a® > 1 fiir @ > 1 und alle k > 0. Sei nun n < m, etwa
n+k = m, so daB a” - a*¥ = a™ gemiB P*. Multiplikation von 1 < a* mit a" liefert
a" < a™-a* = a™. Das beweist P<. Fiir n = 1 gilt sicher P_. Induktionsschritt: a" < b"

ergibt "t = a" - a < b"a < b"b = b"*L. Aus P< folgt P= durch Kontraposition: Ist
n # m, z.B. n < m, ergibt sich a” < a™, also sicher a™ # a™. Ebenso folgt P aus P_.

3. Seia>bund c¢:=a— b, also a = ¢ + b. Dann erhalten mit (5) in Ubung 1

a® +b* = c* + 2cb + b? + b* = ? + 2b% + 2ab — 2b* = * + 2ab.
Also a® + b? = (a — b)* + 2ab, und daher a* + b* > 2ab und (a — b)? = a?® + b* — 2cb.

4. (10): Klar fiir n = 2, denn (1 + a)? = 1 + 2a + a® > 1 + 2a. Induktionsschritt:

(1+a)"*! (I1+a)"(1+a) (Definition)
(I1+na)(1+a) (Induktionsannahme)
1+ (n+1a+na*>1+(n+1)a.

(11): Aus Formel (3) folgt 1 —¢" < (1 —¢)n fiir ¢ < 1 < n. Setzt man ¢ = 1 —a, ist also
1—(1—a)" < na, oder gleichwertig 1+na < (1 —a)". Die rechte Ungleichung folgt fiir
n = 2 aus Ubung 3. Induktionsschritt: Wegen (1 — a)"™ = (1 — a)” — (1 — a)"a ist

1-a)""+(n+1)a =1—-a)"+na+(1—(1—a)")a

IV

<(l—a)"+na+na-a (eben bewiesen)
<14 (5)a® + na? (Induktionsannahme)
=1+ (";")a? (weil (3) +n = ("}"))-

(12) ist nur eine Umschrift der linken Ungleichung von (11).

5.85ei fin = (a+b)"und gin — >, (Z)a"*kbk. Dann gilt fO = 1 = ¢g0 und
f(n+1) = (a+0b)- fn. Nach Satz 2.1 geniigt also der Nachweis von (a+0b)-gn = g(n+1).
Dies ergibt sich gemé&f Definition der (Z) durch Addition in folgender Weise:
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(@+0) Fpen (a0 = ™+ (Pamb 4+ ()ab”
L G A
= o 4+ ("TDa" + + ("Mabm + ot

Abschnitt 3

1. Der Nachweis der Rekursionsgleichung f(n+1) = fn+n+1fir f :n— 142+...4+n

und f :n — @ ist fast trivial. Fir f : n — (”;1) folgt diese Gleichung durch

Spezialisierung der Rekursionsgleichungen fiir die Binomialkoeffizienten in 2.3.

2. Man kann in der Dreiecksungleichung a,b vertauschen. Es geniigt daher, den Fall
a > b zu betrachten. Fiir a > b > c ist offenbar a —b < a — ¢ < (a — ¢) + (b — ¢). Fiir
a>c>bista—b=(a—c)+ (c—b), also sogar |a — b| = |a — ¢| + |b — ¢|. Im Falle
¢>a>bschlieflichist a —b<c—b<(c—a)+(c—b)=la—c|+]|b—|.

3.Seia=1+c Weil a" = (1+ ¢)" > 1+ nc nach (10) in 2.4, mufl n nur so gewihlt
werden, da3 1+ nc > b, also nc > b — 1. Dann ist a” > 1 4+ nc > b.

4. Sei G nicht archimedisch, a,b € A, und na < b fir alle n. Sei U die Menge der z € A
mit x < na fiir ein gewisses n und V = A\U. Es ist na € A fiir alle n, und b € V. Man
zeigt dann unschwer (U, V') ist eine Liicke.

5. (a): Ist a € E, so ist a = a,, fiir ein m. Also fa = sup fa,|n € N = fa,, = fa. (b):
Sei a < b, und sei ¢ € E so gewahlt, dal a < ¢ < b. Dann ist fa, < fc fiir alle n, also
fa =sup fa,|n € N< fe. Weil ¢ < b, fiir ein gewisses m, ergibt sich fc < fb,, < fb.
Also fa < fe < fb, und daher fa < fb. Sei f nun strikt wachsend. Man wihle ¢, d € E
mit a < ¢ < d <b. Dann ist fa < fe < fd < fb, also fa < fb.

Abschnitt 4

1. Fiir n = 2' - 5% gilt 25" =1, falls i < k; denn 2 - 5% - 2V = 2k . 55 = 10%. Tm Falle

511[? = 1. Sei nun n - z = m fiir ein gewisses x € £ der Stellenzahl £k,
so daBf 2% € N. Dann ist nz= = m=% = 10Fm. Ist p Primteiler von n, so teilt p nicht

m, teilt also 10¥. Daher ist p = 2 oder p = 5.

1 > k ist analog n

2. Weil a, b natiirliche Zahlen sind, ergeben die Kommaverschiebungsregeln
a<b & as<bs & as+1<bS & (e +1D)E<b & ate, <D
3. Fiir ¢ = b, ist sicher ¢ < b < ¢+ ¢,. Erfiille nun ¢ die genannten Bedingungen. Ware

c < b, folgt c+¢, <b, <bnach Ubung 2, im Widerspruch zu b < ¢ + ¢,. Wire
b, <c, folgt b <b, +¢e, <c, im Widerspruch zu ¢ < b. Also ist ¢ = b,,.
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4. Zuerst beweisen wir (a) mc = (m - ¢— )<~ fiir beliebig gegebenes n-stelliges ¢ € E
durch Induktion iiber m. Dies ist klar fiir m = 0. Induktionsschritt:

(m+1)c = me+c=(m-c>)< +c¢ (Induktionsannahme)

(m - ™ + ) (Definition der Summe)
() em)e

(a) ergibt fiir m = 10% wegen Sy 10F¢ = (10F¢2) & = 202 — o5 Also gilt die

keineswegs offensichtliche Gleichung (b) ¢ = 10%¢ fiir alle ¢ € E, k € N. Mit (b), A%,

K* und wegen 10"*™ = 10™ - 10™ erhalten wir fiir alle a,b € E

(ab) ™™ = 107 mah = 107a - 10™b = a2 - b

und damit schlieBlich die eigentliche Behauptung ab = (ab) 2% &80 — (g2 . p7% ) 2™

5. Wir zeigen durch Induktion iiber n: Fiir alle k < n ist k!(}) = [[,.,(n—1). Firn =0
ist dies klar. Sei dies richtig fiir alle & < n. Induktionsschritt von n zu n+1 (wir diirfen
in der Induktionsbehauptung k& + 1 statt k schreiben und £+ 1 < n 4+ 1 annehmen, weil
die Induktionsbehauptung fiir k& = 0 sicher gilt; ebenso gilt diese fiir k = n+ 1, denn es

ist (n + 1)'(21:) =+ ) =1L an+1-19)):

(k+D'Gh) = E+DHE) + () = G+ DEE) + ke + D)

(k+1)-ITicp(n — i) + ITi<p(n — i) (Induktionsannahme)

= (k+1+4+n—k) -T[,.,(n—1i) (Herausziehen des letzten Faktors)

(n+1) - [Licp(n—1) =L (n+ 1 —72).

6. Die Behauptung ist a,) = b, mit b := a1 + 5ep4q. Fiir 2,44 < 4ist a¢,) = a, und

pn < ap+ (Zne1+5)eni (=0) <ay,+9,101 <ay,+éen.

Nach Ubung 3 (mit a,, fiir ¢) ist a,, = b.,, also auch a(n) = by Flir 2,41 > 5 ist

an+en < ap+ (2ng1 +9)ent1 (=0) < an+ 15,41 < (an +6n) +€n.

Wiederum nach Ubung 3 ist b, = a, + &,; daher b,, = a(,) auch in diesem Falle.

Abschnitt 5

1. Wegen a,~ = a™> ,,_, fiir n > m, und lim(c,) = lim (¢, ) >, gilt fiir alle m

a-10™ =lim{a,, - 10™),>,, = lim{a,) = lim{a™ ,_)n>m = lim{a= ;) = a">.

Mit a<* fiir a folgt a<*10™ = a<* > = a, also a<™ = aggw = a&y,. Ebenso ergibt sich

aufgrund von D offenbar (a 4+ b)> = (a 4 b)10" = al0™ 4+ b10™ = a—> + b,

2. Gilt (i) und ist £ > 0, gibt es ein n mit a — e < a,, also a —a,, < €. Daher ist (a —a,)
Nullfolge. Gilt (ii), so ist (a,) schlicht und man sieht leicht lim (a,) = a.
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3. Eine Inspektion zeigt, das Kriterium in 5.2 bleibt giiltig fiir beliebige schlichte Folgen
aus D. Damit iibertrégt sich auch der Beweis von Satz 5.1 auf den allgemeinen Fall.

4. Falls die erste Bedingung gilt, ist z; + 2;, + 2 < 10 und wegen 10¢,, = ¢,,_; folgt

20+20 < a+b < ap+br+2e = 20+20+0,9...9+ (2 + 2, + 2)ex
k—1
< zZo+25+0,9...94e 1 =20+ 25+ 1,
k—1

daher Int (a + ) = 2o + 2}, (= Inta + Int b). Falls z,, + 2], = 9 fur alle n > 0, ergibt sich

a+b=1lim(z)+ 25+ 0,9...9) = 2o+ 2z, + 1, also Int (a + b) = 2o + 2z + 1. Dasselbe

gilt, falls z; + 2/ = 9 fiir alle positiven ¢ < k und zj + 2;, > 10. Denn wir haben
20+ 2y +2 > a+b > ap+by = ZO+Z[I)+O;9--'9+<ZI€+Z]/§)5I€
k—1
> Zo+26+0,9...9—|—€k_1 = ZO—|-26—|—1
k—1

5. (a.n + bn)£> a.n£> + b L = aﬁ’.o + bi} .0 (Wegen C.n£> - Ci} .0)

+b%)o (Ubung 4)

< (a>
(a+b)"% o (weil a +b% = (a+b), Ubung 1)
= (a+b)n,> (wegen c,—» =c, fiir c€eD).
Folglich a, + b, < (a+ ), Analog ergibt sich (a +b), < a, + b, + &, aus

(a+0) = = (a+b)>0=(a>+b>)g
< aBo+bBe+1 (Ubung 4)

Abschnitt 6

1. Sei (a,) (fallende) Nullfolge und b > 0 beliebig vorgegeben. Geméfl Voraussetzung
ist a, < % fiir ein gewisses n, also b < i nach den Regeln der Bruchrechnung. Daher

wéchst (%} unbeschrénkt. Gelte nun das letztere und sei ¢ beliebig vorgegeben. Man
wahle ein n mit C% > i Dann ist a, < &j. Somit ist (a,) eine Nullfolge.

2. Die Folge (e!) ist durch 1 beschrénkt. Auch ist ef < €] < e}. Fiir n > 2 ergibt sich
n =(1+ 1 )"-"—_2>(1+ﬁ)'"—_2=1-

_ n(n—2) n—1

e

Also ist (e]) eine schlichte Folge, und daher auch (¢,) mit ¢, := e, - €, = (1 — ).

(
Wegen (1 — n%)” >1- % ist lim(c,) = 1. Dann folgt die Behauptung aus

e-lim(e),) = lim(e,) - lim(e},) = lim(e, - €},) = lim(c,) = 1.
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3. Nach (12) i =(l—imm)" (+:5) > el el — ) fiien > 1.

Also ist (x,) strikt monoton. Fir (>, QZ_T> gilt dasselbe. Die Beschrénktheit dieser
. . . S Lk
Folge ergibt sich mit m :=Intxz, s:= >, % und ¢ := 1

$ern 2 n

.',E2 — T T
L4z + P +.oF (m+n)! s+ T (1 + m+1 + (m+1)(m+2) + (m+1)...(m+n))
< s+m(1+t+t2+...—|—t”)
(1_fn+1> (Formel (4) in 4)

1t
L
s

8
3

= S—‘f_
< S+

EEl

el

- o . Qe L 1 1
4. Induktion {iber n. Klar fiir n = 0. Induktlonsschrltt. Sei 5o =2 i+ 7o Wegen
1 _ hatl _ _hy 1 1

1 _ 1
e = e g T gy stauch g =30 e

5. Sei angenommen, hg = g, Sowie hz+1 = h;(h; + 1) fiir alle ¢ < k. Dann ist h; < g;
aufgrund von (4), und wegen ——7 < ;- fur i < k folgt mit Hilfe von Ubung 4

1 _ 1 1 11
go+1—7’_go+1+“'+g1k+1<ho+1Jr il il

z+1 <r-— . 1“ < & L firi = 1,...k, wie es LEONARDOS

Prozedur verlangt. Damit ist die vorgegebene Darstellung (3) die LEONARDOsche.

Fast genauso beweist man

Abschnitt 7

1,1 1 1
1. Es ist a, = 227227 F27 = 21737 < 2 und lim (1 — 35) = 1. Da @ +— 2” eine schlichte
Funktion ist, folgt nach (11) in 7.2 offenbar lim (a,) = 2im1-ar) = 21 =2,

2. Nach (11) in 2.4 st (1 — H)"<1— %
=(1 _%) S <

n—

2 2

+ (Z)%&a n > 0. Weil (") = D) gt also
1-L1yohyn -1 4.1

Daher ist % = 65’11 (1 —52—) < (14 52)(1 — 555) < 1. Also ist (a,) strikt fallend.

Induktion ergibt unschwer (1 — )" + nz + (g)x3 > 1+ (2)x2 fir0<z<1lundn>2.
Wegen (%) = W ergibt letztere Ungleichung fiir z = -5 und n > 2

(=) 21—+ () - (Z)%Z"T‘l+(3)%—(§)#= (1+m—%;42)-
Hieraus folgt = (1 L) > (14 5 — 22) - = 14 55 — o5 Auch fiir
Ty — a3 ersmhthch Die strikte Monotome von (by,) ergibt sich
dann aus bnb’il = e:: . 2”7;1”1 > (1+ W — 6#)22”23;1 > 1+ 55 > 1. Weil b, < ay,

die Folge (b,) monoton wéchst, (a,) aber fillt, erhalten wir en < b, < a,, fir alle
n, m. Dies ergibt iiber die Schlichtheit von (b,) hinaus auch (x) e < lim(b,) < lim(a,).
Ferner ist lim (a,) < a, = e(1+5), also lim(a,) —e < = fiir alle n. Damit ist offenbar
lim(a,) = e, und wegen (x) dann auch lim (b,) = e.
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3. Seien a,, b, wie in Ubung 2. Da die Folge (ay,) strikt fallend gegen e konvergiert, ist
e < a, = e,(1 + 5). Damit ergibt sich (el) aus der Aquivalenzkette

e<e(l+5) @ e(l-5ig)<e & e—e, <

TSR
Analog ist (e2) #dquivalent zu b, < e. Letzteres ist richtig, weil (b,) nach Ubung 2 strikt
wachsend gegen e konvergiert.

4. Wir beweisen zuerst (a): (1 + L) < e, gleichwertig (1 + an>% < e, fir alle
p,q,n € NT (man beachte a<b® & ar < b). Fiir n = pm folgt die Behauptung (a)
aus (14 ) =1+ L)am < e. Wegen der wachsenden Monotonie von ((1+ £)") gilt
dann (a) fur alle n. Well nun die Funktionen f,, und exp schlicht sind, folgt f,z < e,
fur alle x > 0. Damit ist fz (= lim(f,z)) < e* bewiesen. Auflerdem folgt aus der
Monotonie der f, unmittelbar die der Grenzfunktion f. Wére nun fr < e” fiir ein «x,

so gilt auch f2 < fr < es < e” fiir gewisses E < Also (fg)% < e. Wahlt man n,m
mit n = pm derart, dal e — (1 + qin)qm < e— (fg)%, ist (1 + L)qm > (fg)%; wegen
mp = n ist also (1 + qu)n =(1+ ql ) > f%, und weil _= q’;, erhalten wir den

Widerspruch fn§ =1+ q%)" > f §' Es ist also tatsachhch fx = e” fir alle z > 0.

5. (a) ist gleichwertig mit e* < (1 + x)e%; dies folgt wegen 1+ y < eV gemifl (15) mit
%ﬁiryausex<(1+x)(1+§):1+ +§+%3.Dasgilt fir 0 <z < 1, weil

—(l+a+8) =0 +2 4 <L+ E+.)=a%e-25) <

Nun sei 0 < ar <1 <z, so da alnz = In(z + ar) — Inz = In(1 + 22) < 22, Also gilt

(c): 822 < 1. (a) ergibt 22 — 1(22)2 < In(1 + £%) = alnw, also (d): L — 2pr < A7

Aus (c¢) und (d) folgt unmittelbar (b).

6. (a): Zuerst beweist man unschwer, die Einschrinkung g. von f, auf Q ist monoton,
mit fast der gleichen Argumentation wie in der Losung von Aufgabe 4. Ahnlich wie
dort fiihrt man auch die Annahme z <y und (1+ £)* > (1 + )Y zum Widerspruch.
(b): Es geniigt zu zeigen, f:x — In(a + x) — Ina ist konvex. Dies entspricht einer
Verschiebung des Koordinatenursprungs (0;0), die diesen in den Punkt (a;lna) verlegt.

b
h verlauft durch den neuen Nullpunkt und hat dann die Gleichung y = %x Zu

. . In(1+
zeigen ist hc = (—

b n < . . .
m(l;r“) <! “;L“), oder auch (1 5) < (1+ g)l Die Behauptung reduziert sich so auf

(a): z— (1 + f)% fallt monoton. (c): Sei ¢, = M DaB (c,) wichst, folgt aus der
Konvexitét von z +— In(1+x), weil ¢, die Steigung ‘der Geraden durch (0; O) und (ay;cy,)
angibt. lim (c,) = 1 ergibt sich leicht aus Ubung 5(b) fiir den Fall x = 1.

< fe= ln(a +¢) —Inc=1In(1 + ¢) fiir a < ¢ < b, gleichwertig

7. Monotones Wachstum f(z) < f(x + h) erweist sich nach leichter Rechnung als
dquivalent zu x - (x + h) < a. Dies ist richtig fiir * < x + h < y/a. Ferner ist x < fz fiir
x # 0 dquivalent zu z? < a oder gleichwertig x < \/a, so dafl dann = < fx < f(\/a).
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Abschnitt 8

1. Ein reinperiodisches a ist geméf (2) in 6.2 Bruch mit Nenner 10?7 — 1 der zu 10
offenbar teilerfremd ist. Sei umgekehrt a = ™ und r; = r;, geméf Divisionsalgorithmus,
0 <i<k. Dar;=10r;_; — nu; fiir alle j, folgt 10r;,_1 — nu; = 10r,_1 — nuy. Ist etwa
ri_1 > rg_1, so ergibt sich 10(r;_1 — r,_1) = n(u; — ug). Sind n und 10 teilerfremd und
ist u; # uyg, so ist n Teiler von r;_1 — r,_1 < n; also r;_; = rp_1. Dasselbe gilt auch,
falls u; = wuy. Daher ist offenbar 7o = r, fiir ein p > 0. Also 21 = 2,11, 22 = 2p42, USW.
Mit anderen Worten, a ist reinperiodisch.

2. (a) Es ist a = ;52— fiir ein k € N nach (2) in 6.2. Also m(10° — 1) = nk. Weil n,m
teilerfremd sind, ist n Teiler von 107 — 1. (b) Sei n Teiler von 10? — 1, ¢ € N;. Dann ist
a = = fiir ein gewisses k, also a(qu —1)=k,dh. o’ =a+k Istetwaa = 2,2 ...,
so heif3t dles 20 ZgyZqal - = 20,21 ... mit 2) = 29 + k. Also 2z = 2 flir i = 1,2, ...

Folglich ist ¢ > p nach Deﬁnition der Periodenléinge .

3. Es geniigt, dies fiir zp = 0 zu zeigen, da sich der allgemeine Fall durch Komma-

verschiebung nach links leicht auf diesen reduzieren 1at. Seien w;, v;, w; die drei zur

Oktalziffer zl gehérenden Dualziffern, also zl = u; - 22 + v; - 2 + w;. Dann gilt sicher
G+t E=E At b =Y B E s gt + e Dies ergibt

0,2122 . = + + = u1 ‘|— ‘|— + + + + 0,u1v1w1u202w2 C.a9.
4. Sei a = uguq ... Up,2021 ... Mit g—adlschen Zlffern U; und z;. Dann ist nach 7.1

= uogm+”+...+umg”+zlg”_1+...+zng0+Z”T+1+z’;—§2+...
— uo...umzl...zn’zle...g:a,l)‘

Wegen a<-g" = a<~-> = a ist dann a<- = o Fir n-stellige a,b € E? sind a—, b
natiirliche Zahlen, also (a +b)= = (a + b)g" = ag" + bg" = a-> + b= € N. Daher ist
a+ b € E9. Fiir das Produkt zeigt man dies ganz analog. Hieraus folgt {ibrigens leicht,

daB E9, genau wie E = E!Y einen £-Bereich bildet.

5. Wegen Ubung 4 iibertragen sich die Beweise der Sétze 6.2 und 8.2 fast wortlich.

2(1:1:

6. Fir f:z — %(x—l— $)und g:x — 25 gilt fo - gr = a. Im Falle 2 < Va ist
= ﬁ = gxy < \/a, siche Text; daher xl > Va. Fiir x > yJaist x > fo > y/a. Also
fallt (x,)n>0 und ist damit konvergent. Wegen lim (z,,) = lim(z,,41) = lim(fx,) geniigt
b:=lim(z,) der Gleichung = = }(z + %), also b = V/a.

7.Fir 0 <z <1ist0<(1-az)?=14d%?—2az, was f(z) =2z — az? < L ergibt.
Dh. f:1 — I mit I:=[0,1]. Auch ist f schlicht in I. Also konvergiert (z,) gegen die
Losung & = i von x = 2z — ax?, und zwar quadratisch; denn wegen 0 < az,, < 1 ist

dpy1 = = — (2w, —ax?) = a(3z + 22 —2%2) = a(: — 2,)* = ad?.
Damit ist die Bedmgung dpy1 < ¢+ d? mit ¢ = a erfiillt.
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8. Wir verwenden der Kiirze halber den Differentialkalkiil und negative Zahlen, sowie
die Tatsache, daf fiir die Kontraktionseigenschaft einer in einem Intervall I differen-
zierbaren Funktion f der Nachweis von (x) |f'z| < C in [ fiir ein C' < 1 hinreicht. f’
bezeichnet die Ableitung von f. Wir wihlen I = [u,u + *]. Sei b :== ¥/a und z € 1.
Falls z < b, also 2® < a < (u+ 1)3, gilt unter Beachtung von u > 1

3_,3 a9..2 |« -
u<z<Fr<u+l+GEot —yprp ol — oy o <yt 2

Auch fiir > b, also 22 —a > 0, ist Fo = 2 — 3(35;1“)58 <z <u+ %3. In diesem Fall
bestéitigt man v < Fx z.B. wie folgt: Es ist F'b = b > u, F'b > 0, F ist konvex fiir
x> b — weil dort die 2. Ableitung F' > x < 0 ist — und es ist noch F(u + %) > u.

Daraus folgt offenbar v < Fa im Intervall [b,u 4+ %]. Nun beweisen wir (x). Wegen

3 : / _ a+2x> 3u3 . : o 2 ut3
USU SalstF(x)—l—ng—m<1,ferner,m1tc.—§u+§

’ (u+1)3 Zu+l 4 . .. 1. g 1 13
Fx21—3(u+1)u2—3ﬁ+121—3 c > 1furu§x§u+3,furu+3<x§u+6

2 u4i3
hingegen ist F’le—%((zig)z—guii >1—3(1+2)2-2(1+5)=1-3-2>-1.

st

Abschnitt 9

1. Fiir x € R haben z und 2" fiir ungerades n nach (6) und (7) das gleiche Vorzeichen
(d.h. beide sind entweder positiv, negativ oder beide sind 0). Daraus folgt leicht, daf
x +— 2" in R durchgehend strikt monoton wéchst. Also hat (%) dort hochstens eine
Losung. In R hat 2" = |c¢| wegen des Zwischenwertsatzes gewifl eine nichtnegative
Losung b. Je nachdem ob ¢ > 0 oder ¢ < 0 ist dann offenbar b oder —b Losung von ().

2. (i) = (ii): Ist =1 =2 fiir « € K, und a = V?, so —a = —1-0? = 12b* = (ub)?. Also ist
auch —a Quadrat. (ii) = (iii): Wegen 12 = 1 gibt es ein ¢t mit 1> = —1. Fiira=1,b=1
ist dann a® + b? = 0. (iii) = (i): Ist a*> + % = 0 und etwa a # 0, so ist (2)? = —1.

3. Sei n: K[i| = K’ durch n(a + ia’) = a + 1a’ erklart. Offenbar ist n(z + y) = nx + ny
und n(z-y) = nx-ny fir alle z,y € K. Die Abbildung 7 ist injektiv; denn a+ca’ = b+
impliziert @ — b = (b — a'), also &' — @’ = 0 — sonst lige . = 2= bereits in K. Daher
ist a’ =¥, a = b, und folglich ist n eine Einbettung von K[i| in K’.

4. Sei K' := KJi] und ¢ := —i (€ K'), sowie n: K[i] — K’ definiert wie in Punkt 3.
Dann ist offenbar nz = Z fiir alle z € KJi]. Weil 7 eine Einbettung von K[i] in sich
(sogar ein Automorphismus) ist, gelten die Gleichungen x +y =Z+7yund -y =7 -7.

5. Seien © = a+ia,y = b+if € C, mit a,b,, 5 € R, also x+y = a+b+i(a+ ). Dann
liefert die Definition leicht e® - e¥ = e%el® . ePell = 10 . ei%elf = gatt . gl(aH+h) — gty
6. Sei c = re!® mit r = |c|, @ = arge, —m < a < T, sowie s := Y1, B = MTQ", und
7y = se (k=1,...,n). Dann ist z," = s"e!*" = rell@*#2m™ — rele = ¢ Also ist xy,
Losung von (x). Es geniigt daher, xy # z,, fiir £ # m zu bestétigen. Das aber ist klar,
denn argzy — argx,, = B, — 05,, = 271"“_77” ist kein ganzzahliges Vielfaches von 27r.
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7. (a): Sei b, = W Fallt (a,), konvergiert (b,) nach Ubung 7.5 wachsend gegen 1.
Analog konvergiert (b,) fallend gegen 1, falls (a,) wachsende Nullfolge aus negativen
Gliedern ist. Sei nun a, = z% — 1 und b, wie oben. Also 1 + a, = z» und damit

Inz Inx Inx

In(l+an)" Es ist (a,) wegen lim <x%> =lim(e ™ ) = ™5 = 1 fiir 2 > 1 fallende,
und fiir 0 < = < 1 wachsende Nullfolge; also konvergiert (b,) wachsend bzw. fallend

Inzx

gegen 1. Dalnz > 0 fiir x > 1 und Inz < 0 fiir 0 < = < 1, konvergiert (32) in beiden

bn
Fallen fallend gegen In x. Es ist nun aber gerade T—f = ln(lllfan)an = na, = n(x% —1).

n =

Abschnitt 10

1: Sei a = me, b = ne. Dann ist na = nme = mne = mb; also wihle i = m, k = n. Sei
nun ia = kb, wobei i,k 0.B.d.A. teilerfremd sind. Mittels des bekannten euklidischen
Algorithmus zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers (= 1 fiir ¢, k) erhélt
man natiirliche Zahlen p,q mit pi + 1 = gk oder pi = ¢k + 1. Liege etwa der erste
Fall vor. Dann ist iga = gqia = qkb = (pi + 1)b > ipb, also ga > pb. Es sind dann a,b
kommensurabel im definierten Sinne, mit e := ga — pb. Denn wegen kq — pi = 1 ist
ke = kqa — pkb = kqa — pia = (kq — pi)a = a. Vollig analog zeigt man ie = b. Nach
der soeben angegebenen Kennzeichnung ist die Kommensurabilitéit transitiv auf der
Menge G . Reflexiv und symmetrisch ist sie trivialerweise. Schliellich sind die Gréfien
na + mb fiir teilerfremde n, m paarweise inkommensurabel. Denn seien ¢ = na + mb
und d = pa + ¢b derartige Elemente und seien ¢, d kommensurabel, etwa ic = kd. Die
Inkommensurabilitdt von a,b ergibt in = kp und im = kq. Daraus folgt mp = ngq.
Damit teilen sich n und p gegenseitig; also n = p und m = ¢q. Daher ist ¢ = d.

2. Sei e € G4. Dann ist p: Q — G mit p”t = "e additiv und ordnungstreu. p ist auch
surjektiv, weil jedes a € G mit e kommensurabel ist. Also ist p ein Isomorphismus.

3. Sei G’ Menge aller Schreibfiguren ¢ (a € G, n € N;). Man setze ¢ = L falls
ma = nb, und & < % falls ma < nb, sowie = + % = %;;"b Diese Definitionen sind
reprasentantenunabhéngig, wie man leicht nachrechnet. Ferner iiberpriift man miihelos
die Axiome fiir GroBenbereiche. Man identifiziere a € G mit {; dies ist erlaubt, weil die
Abbildung a + { sicher eine Einbettung von G in G’ darstellt. G’ ist dann ein teilbarer
GroBenbereich, wie man leicht sieht. Mit G ist auch G’ archimedisch. Denn sei etwa
0<%<%.Wéihltmannmitna>mb,folgtnn%:%>%b:%2%.

4. Sei G archimedisch, (U, V') Schnitt von G und v € V. Es gibt ein k mit a := ke € U,
b:= (k+1)c € V (sonst wére ne < v fiir alle n), und gewif ist b — a < e. Seien nun
Liicken beliebig klein und angenommen, V := x € G|z > na fiir alle n sei nichtleer fiir
emae Gy, U:=GV,undu e U, veV, v—u<a Dann ist u < na fiir ein n. Also

v—na <v—u<a. Das ergibt v < (n+ 1)a, ein Widerspruch zu v € V.

5. Aus (<) folgt trivialerweise (i) und hieraus (ii). Sei letzteres angenommen. Dann ist
wo = 0. Denn o0 + 0 = a ergibt po + po = o, also po = o wegen der Streichungsregel.
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Sei nun a < b fiir a,b € G, also a+c = b fiir ein ¢ € G,.. Dann ergibt sich wa+ pc = pb.
Es ist pc # o, denn o € G’ ist als Bild von o € G schon vergeben. Daher ist pa < @b.
Ferner: Nach dem Bewiesenen geniigt es, (ii) zu beweisen. Da ¢ nichttrivial ist, gibt es
ein a € G mit pa > o. Ixt € G, und etwa nx > @a, so ist npxr = pnx > pa > o,
also notwendigerweise auch px # o.

6. Nach Bemerkung 1 besitzt GG eine Skalierung o:G — D und diese ist offenbar eine
Einbettung von G in den liickenlosen Groflienbereich D.

7. Man wihle ein n mit ¢ < n(b — a), also (a) na + ¢ < nb, und sodann ein m mit
(m —1)c < na < me, so daf (b) na < me < na + ¢. Dann folgt na < mec < nb
unmittelbar aus (b) und (a).

8. Wir setzen fa fiir a, aa fiir b, az fiir ¢ in Ubung 7. Dann ist nfa < mfzr < naa
fiir gewisse m, n, und daher fna = nfa < mpPx = Bmaz. Folglich na < max. Mithin ist
mpxr < naa = ana < amx = max. Daher ist Sz < az, d.h. ax > (.

9. Die ordnungstreuen Operatoren seien die positiven, die ordnungsinvertierenden die
negativen Operatoren genannt. Zuerst zeigen wir: Ist v := o+ 3 nicht der Nulloperator,
so ist v positiv oder negativ. Dies ist klar, falls «, 6 beide positiv oder negativ sind. Sei
« positiv, 4 negativ. Die Einschrinkungen von o und —f3 auf G, bilden G, in sich ab
und sind dort offenbar Operatoren. Gewif3 ist ya # o fiir ein a > o. Sei etwa va > o,
also aa > —Ba. Nach Ubung 8 ist az > —fz fir alle € G,, also ax + Sz > 0. Somit
ist v = a + [ ordnungstreu zumindest auf G,. Wegen vy(—z) = —vyx wird G_ durch ~
ordnungstreu nach GG_ abgebildet. Also ist v insgesamt ordnungstreu und damit positiv.
Falls ya < o, ist v negativ. Dies ergibt sich leicht durch Betrachtung von § = —v und
Riickfithrung auf den diskutierten Fall. Damit ist €2 gegeniiber + abgeschlossen, ebenso
wie gegeniiber .. Das Nachrechnen der Ringaxiome ist banal. Sei IT = a € Q | « positiv.
Man definiere « < < 3 — a € II. Die Relation < ist irreflexiv und transitiv,
weil v,0 € Il = v+ € II. Fir a # 0 ist entweder a € Il oder —a € 11, also ist
a < foder f < «a fiir  # 3. Auch iiberpriift man auf einfachste Weise die beiden
Monotoniegesetze. Um schliellich nachzuweisen, dafl €2 ein archimedischer Ring ist, sei
0 <a< fund a € Gy. Man wéhle ein n mit n(aa) > Ba. Bezeichnet ny die n—fache
Summe eines Operators 7, folgt offenbar (na)a = n(aa) > Ba. Daher (na — f)a > 0,
weswegen na — [ bereits positiv ist. Also na > (.

10. Nach dem Isomorphiesatz fiir liickenlose Gréf8engruppen ist G isomorph zur Gréfien-
gruppe R. Also ist der Operatorenring von G isomorph zum Operatorenring €2 von R.
Daher geniigt es, einen Isomorphismus des Korpers R auf 2 anzugeben, womit sich
auch Q als Korper erweist. Mit (R, +,0, <) ist auch (R, +,0, <*) liickenlose Grofien-
gruppe, wobei r <* s < s < r fiir r;s € R. Nach dem Isomorphiesatz fiir liickenlose
Grofengruppen gibt es daher zu jedem r € R genau ein a, € 2 mit «,.1 = r. Auch
ist Q =, |re€R. Esist aprs = ap + ag, aps = @, - s (Beweis wie im Text fiir den
GroBenbereich Ry). Also ist 7 +— «,. Isomorphismus des Korpers R auf dem Ring €.
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Abschnitt 11

1. Sei <’ eine beliebige Anordnung von N mit der Eigenschaft k <’ k* fir alle k.
Es geniigt, (x) n <" m = n < m zu beweisen; denn dann gilt hiervon auch die
Umkehrung. () folgt durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist dies klar, denn 0 <" m
impliziert 0 # m und daher 0 < m. Es gelte nun (x) fiir n. Sei n™ <’ m angenommen.
Wegen n <’ nt folgt n <’ m, und damit n < m gemifl Induktionsannahme. Daher ist
nt < m. Weil n™ <’ m, ist n™ = m ausgeschlossen. Also ist auch n™ < m.

2. Es geniigt zu zeigen L := NM = (). Andernfalls hétte L nach (9) in 11.3 ein kleinstes
Element m. Also k € M fiir alle £ < m. Geméafl Voraussetzung ist dann aber auch
m € M, was m € L widerspricht.

3. Induktion iiber die Anzahl der Elemente von von M. Klar fiir M = (), mit der lee-
ren Abzdhlung <. Sei nun M = N Ua, |M| = n™, |[N| = n. Wir diirfen 0.B.d.A.
annehmen, a sei grofites Element beziiglich der gegebenen Ordnung < von A. Nach In-
duktionsannahme existiert eine Abzihlung 3 von N derart, dafl <N=<4, wobei < die
Einschranung der Ordnung < auf N bezeichne. Dann erfiillt die verlangerte Abzdhlung
a = [BU(n*,a) von ganz M offenbar die gewiinschte Forderung <,=<. Denn ist i < n™
so ist auch a; < a,+ = a, weil a grofites Element von A ist.

4. (i) = (ii): Klar fiir M = (), denn (ii) ist mit der leeren Abzihlung erfiillt. Sonst ist
<=<, fiir eine Abzdhlung o nach Ubung 3. AT hat aber mit der Einschrinkung der
Ordnung von n auf A wegen (8) und (9) in 11.3 die in (ii) genannte Eigenschaft, die
sich mittels des Isomorphismus i — a; (i € A7) selbstredend auf < iibertréigt.

(ii) = (i): Klar fir M = (). Habe die Ordnung von M (# ) die unter (ii) genannte
Eigenschaft. Fiir a € M sei a™ = a, falls a grofites Element von M ist; sonst sei a*
das gewif} existierende kleinste Element von x € M | x > a, der unmittelbare Nachfolger
von a. Wir definieren nun f:N — M rekursiv durch

f0 = kleinstes Element von M ; fn* = (fn)".
Sei U := fn | n € N das Bild von f. Durch Induktion iiber n beweist man unschwer
(@) fn# fnt = fk<fm (k<m<nt) ; b a<fn = acl.

Wir behaupten, fn = fn™ fiir ein gewisses n. Denn andernfalls hat U offenbar kein
groftes Element, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also fn = fn™ fiir ein gleich mi-
nimal gewéhltes n. Nach Definition ist fn dann groBtes Element von M, und (b) ergibt
U = M. Also bildet f den endlichen Anfang A} geméf (a) ordnungstreu, insbesondere
bijektiv auf M ab. Folglich ist M endlich.

5. Alle Definitionen und Bezeichnungen seien dieselben wie unter Punkt 4 oben. Nun-
mehr ist stets fn # fn'; also hat U kein groBtes Element und ist deshalb nach Ubung 3
in M unbeschriankt. Ist daher a € M, so ist a < fn fiir ein n, und damit a € U geméf
(b). Also ist U = M, d.h. f ist surjektiv. Nach (a) ist f auch ordnungstreu, also ein
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Isomorphismus von (N, <) auf (M, <). Das ergibt leicht die zweite Behauptung; denn
nach dem Bewiesenen 14t sich N fiir a € M ordnungstreu auf y € M | y > a abbilden,
und ebensox € Z |z <0 aufy € M |y < a.

6. Beweis durch Induktion iiber k. Die Behauptung ist klar fiir k£ = 0. Ist k = qg + r,
so ist fiir r < g — 1 offenbar k™ = qg + r*, und fir k = g — 1 ist kT = ¢Tg + 0 eine
gewiinschte Darstellung. Eindeutigkeit: Wir behaupten gg+r = ¢ g+’ impliziert ¢ = ¢
und 7 = 7’. Denn sei etwa ¢ > ¢’. Dann folgt (¢ —¢')g = r' —r. Also ist g ein Teiler von
r" —r < g. Daher ist ' — r = 0, also r = r, und folglich auch ¢’ = q.

7. Fir 1 < k < g ist dies klar. Ersetzt man im Divionssatz mit Rest den Fall k = gg+0
durch k = (¢—1)g+g, ergibt sich ein modifizierter Divisionssatz mit Rest: fiir k > g gibt
es eindeutig bestimmte ¢, € N mit k = gqg+r, wobei 1 < ¢ < kund 1 <r < g. Damit
erhélt man die Existenz und Eindeutigkeit der modifizierten g-adischen Darstellung von
k genau so wie im Beweis von Satz 11.7.

8. Der Beweis von (k+ m) +n = k + (m + n) erfolgt durch Induktion tiber n. Sicher
ist (k+m)+0=k+m=%k+ (m+0).Sei (k+m)+n==Fk+ (m+n). Dann ist

( (
(k+m)+nt = ((k+m)+n)" (Definition)
= (k+(m+n))" (Induktionsannahme)
= k+(m+n)"=k+m+n" (Definition).

Wir beweisen zuvor induktiv iiber m die Gleichung (a) nt +m = n 4+ m™. Weil
nt+0=n"=(n+0)"=n+07,ist (a) fiir m = 0 richtig. Induktionsschritt:

nt4+m* = (n"+m)" (Definition)
(n+m™)" (Induktionsannahme)
= n+mt"  (Definition).

Damit beweisen wir nun n + m = m + n durch Induktion iiber n, indem wir erst den
Anfangsschritt (n = 0) durch Induktion iiber m verifizieren. 0 +m = m + 0 ist klar fiir
m = 0. Induktionsschritt:
0+m*™ = (0+m)" (Definition)
= (m+0)* (Induktionsannahme)
= m"=m"+0 (Definition).
Der Induktionsschritt zum Nachweis von K* sieht nunmehr wie folgt aus:
m+nt = (m+n)T (Definition)
= (n+m)" (Induktionsannahme)
= n+m"  (Definition)
= nt+m (gemiB (a)).
Auf dhnliche Weise, und wie man sieht nicht ganz miihelos, beweist man auch A*, K*
und weitere Rechengesetze.



